Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Escola de Engenharia de Porto Alegre
Departamento de Engenharia Elétrica

ANALISE DE CIRCUITOS II - ENG04031

Aula 9 - Andlise de Circuitos Via Espaco de Estados (I)
Sumario
e Espaco de estados;

Autovetores e autovalores;

Solucao de circuitos via espaco de estados;

Matrizes e vetores no Matlab;

Métodos de integracao numeérica;

e Método de Euler e aspectos numéricos.
Espaco de Estados

Circuitos lineares podem ser descritos por equacoes diferenciais lineares. Para um circuito com
diversos indutores e capacitores, usualmente tem-se uma equacao diferencial de orden n. Através de
substituicoes de variaveis, essa equacao diferencial pode ser escrita como um conjunto de n equacoes
diferenciais de primeira ordem. Pode-se entao, a seguir, escrever esse conjunto de equagoes na forma

matricial, obtendo-se uma descrigao para o circuito na forma das expressoes (1a) e (1b):
X = Ax+ Bu (1a)
y = Cx+ Du. (1b)
onde:
e X é o vetor de estados;
e y é um vetor representando a saida (varidveis de interesse) do circuito;

e u é um vetor representando as entradas (fontes) aplicadas ao circuito;

e A, B, C e D sao matrizes formadas pelos parametros do circuito.

Nota: a expressao (la) determina a evolugao temporal do sistema e a expressao (1b) é apenas um
mapeamento do estado e da entrada para as variaveis de saida. Essas expressoes podem ser utilizadas
para obter-se a resposta do sistema através de iteragcoes em um computador, utilizando algum método

de integragao para isso, como serd visto a seguir.

Explicitando os termos de (1a) e (1b), tém-se !:

X1 11 Q12 ... Qip X1 by
X2 Q21 Q22 ... Q2p X2 by

= : + Uy (2)
Tn Ap1 Ap2 ... Qpp Tn bn

IConsiderando somente uma varidvel de entrada.



a1 €11 Ci2 ... Cin x dy

Y2 Co1 Co2 ... Cop T2 ds
. ul

Ym Cm1 Cm2 -+ Cmn T, dm

onde: n é o numero de varidveis de estado e m o ntumero de variaveis de saida.

Autovalores e Autovetores

Dado uma matriz A de dimensdo n x n, a defini¢do dos autovalores é a seguinte: A € C (onde C é o

conjunto dos nimeros complexos) ¢ um autovalor de A se existir um vetor h tal que:
Ah = )\h, (4)

onde: h é um vetor qualquer (h # 0) e A um conjunto de autovalores. Neste caso, diz-se que h é um

autovetor de A associado ao autovalor A.

Desenvolvendo a Eq. (4):
Ah—)Xh =
Ah — A/h
(A—X)h = 0.

I
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onde: I é a matriz identidade.
Supondo:
A=

a1; a2 ] , (6)

ag1 A2

o sistema de equagoes lineares tem solugao se o determinante de (A — AI) for nulo, isto é:

det(A—X) = 0
det i a2 | A0 — 0
ag1 A22 0 A

det ap; — A a12 I
921 agy — A (7)

aji;g — A Q12 — 0
21 Az — A
(a11 — A)(aze — A) = (a21)(a12) = 0
A2+ N—ay; — ax) + (@160 — a1a12) = PA)=0— A e Xy

O polinémio, P()), visto na Eq. (7) é conhecido como polinémio caracteristico. Desse polinomio,

obtém-se os autovalores \; e As.

Exemplo 1. Considerando A:

3 -1 1
A=1] -1 5 -1
1 -1 3
3 -1 1
det(A—X)=| -1 5 —1|=0 ®)
1 -1 3
5—x -1 -1 -1 1 5-2A
3- A — (-1 1 =0
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(B-A(15—8A+ XN -1 +1A—-3+ 1) +1(1-5+A) =0
—X* + 11X — 36X + 36 = 0
A~ 11A2 + 36\ — 36 = 0 (9)
!
A1 =2, Ay =3, A\3 = 6 (autovalores).

Determinacao dos Autovetores

Dada uma matriz A[n X nl, temos n autovalores A1, A2, A3, ..., A,. Para cada autovalor tem-se um
autovetor associado:
(A= XI)hy = — obtém — se hy
A—MXDhy = — obtém — se h
AR = : (10)
(A= X, D)h, = — obtém — se h,,.
Exemplo 2. Sendo A:
1 -1
A= 11
[2 _1] m
Os autovalores de A sdo:
A\ =
L= (12)
)\2 —1
Ja, os autovetores de A:
]
hy = H (13a)
- h12 -
F ]
hy = 2 (13b)
- h22 -

Determinando, primeiro, o autovetor h; associado ao autovalor A;:

(A—/\1]>h1 - 0

1 -1 [10 hii 0
_/l pu—
2 —1 0 1 his 0 (14)
1—i -1 |[a]  Jo
2 —1—il||he| O
his = (1 — ). (15)

hl:[liz’] (16)

Determinando o autovetor hy associado ao autovalor As:

(2]

Resolvendo o sistema, obtém-se:

Arbitrando hy; = 1:

(A_)\QI) hg == 0

)] - 3] :




1+¢ -1 h 0
I R (18)
2 141 h22 0
Resolvendo o sistema, obtém-se:
2 1+
hos = h
- (1—1) 214 (19)
h22 = (]_ + i)hgl.
Arbitrando hq; = 1, adquire-se:
1
hy = 20
Tt (20)

Solugao de Circuitos Via Espago de Estados

Sao apresentados a seguir, uma série de procedimentos tteis que devem ser realizados para obter-se

a solucao de circuitos através de espaco de estados:
e Levantar as equacoes diferenciais do circuito.

e Montar o sistema de equagoes visto na Eq. (21a) e (21b) 2

x = Ax+ Bu (21a)
y = Cx+ Du (21b)
e Calcular os autovalores e autovetores:
A h11 ho1 hna
P T SR I T B D T (22)
" - o P

e Determinar a Ry = Ry + Rp, onde: Ry, Ry e Rp sao, respectivamente, a resposta total,

natural e forcada, onde:

Rp
Rp
Rp=| " (23)
RFn
Substitui-se Rr na matriz de estados, Eq. (21a), + condigdes iniciais, assim:

Ry = ARy + Bu. (24)

Por exemplo, supondo Rp < K (constante), — Rpr =0, obtém-se:

0 = ARF+BU
AR, = -B
o o (25)
A'ARy; = —-A"'Bu
Rr = —A"'Bu.

20 sistema possui solugao se a inversa de A = A~1 existir. A é inversfvel se o det(A) # 0. Caso contrério, o sistema

nao possui uma solugao tnica (infinitas solugoes).



Ainda, a resposta natural é:

Ry =Y Cre'hy. (26)
k=1
Substituir os autovalores, autovetores e a Rr na Eq. (26) e obter as constantes Cy, Cs, ..., C,,.
Cne)‘”ohn +C _16)\"710hn_1 +...+ Rp=0. (27)
e Escrever a resposta total.
Rp(t) = Cpe®thy + Cpye* ' hy 4 ...+ C1eMhy + Rp. (28)
No caso dos autovalores, autovetores ou constantes (C,,C,_1,...,C1) serem numeros complexos,

deve-se fazer uso de algumas relagoes matematicas e/ou identidades trigonométricas (identidade de
Euler, ¢7® = cos(¢) + jsen(¢), ou el@7%) = ¢2etib  por exemplo) para obter-se uma resposta que
envolva apenas termos reais, como visto a seguir.
T hiig + J haar
To hizr + J hi2r

+ (Cop + jOyy) ePartider) [ hoir + J hoar ]

haor + J haar
4

gy | | Ky cos(Kot) efst + Ky sen(Kst) efo!

Ty || K7 cos(Kgt)efo! + Ko sen(Kt) efi2t

onde: Ky, Ky, ..., Kis sao termos reais e constantes.
Matrizes e Vetores no Matlab

Definindo [ o nimero de linhas e ¢ o niimero de colunas, escreve-se a matriz M|l x ¢| no Matlab da

seguinte forma:

My Mg ... My,
My Msy ... Mo,
M) =| " T Ny (30)
My My ... M
Um vetor linha é definido do seguinte modo:
VLo =W Vs . V] (31)
Um vetor coluna:
Vi
Va
V(i) =1 . (32)
Vi

Sao apresentados a seguir, alguns exemplos de como acessar os elementos das matrizes e vetores no
Matlab:

V(i1,1) = Vi (33a)
V(2,3) = Vo (33b)



Vi

Va

Vi = | (33¢)
Vi

V(,:) = [VI Vo o Vo (33d)

Métodos de Integragcao Numérica

Algumas equacoes diferenciais possuem solucao analitica e muitas outras nao. Embora nao exista,
sabe-se que os movimentos descritos por elas existem e seria desejavel descrevé-las pelo menos nu-

mericamente. Para isso, hd uma série de métodos numéricos, tais como o método de Euler.
Método de Euler

O método de Euler é um método de primeira ordem, pois leva em consideracao para os calculos

apenas o termo linear da expansao em série de Taylor (truncada) da solu¢do da equagao diferencial.

O sistema visto em (la) e (1b), composto de n equagoes diferenciais pode ser resolvido através de

técnicas de integragao numérica, como por exemplo o citado método de Euler.
Discretizando-se a expressao (la) com um passo de integragao T, obtém-se:

x((k + 1)T> — x(kT)
T

= Ax(kT) + Bu(kT), (34)

ou ainda:
x((k+ 1)T) = x(KT) + (Ax(KT) + Bu(kT))T, (35)

Por conveniéncia de notagao, é usual omitir-se o T' que estd presente em todas as fungoes, transforman-
do-as em fungoes do indice k (k = 0,1,...,n; n = t;/T; ts é o tempo de simulagao), resultando
em:

x(k +1) = x(k) + (Ax(k) + Bu(k:))T. (36)
Note que as condigoes iniciais sao representadas pelo valor inicial de x(k).

Pode-se elaborar entao uma rotina em alguma linguagem de programacao, por exemplo, utilizando

a Eq. (36) e obter a evolugao das varidveis do vetor x.

O método de Euler nao é de utilizagao muito frequente. Os erros introduzidos pela aproximacao
podem crescer, nos diversos passos, de uma maneira inaceitavel. Entretanto, existem outros métodos
de integragao numérica de equacoes diferenciais de utilizacao corrente como o método de Jacobi e o

de Gauss-Seidel que apresentam um melhor desempenho.
Aspectos Numéricos

Vérios aspectos de carater numérico se colocam no desenvolvimento de uma rotina de simulacao.
Esses aspectos dizem respeito principalmente ao condicionamento numérico dos procedimentos ma-
tematicos utilizados e aos critérios de convergéncia adotados. Neste ambito destaca-se, entre outras

questoes menores, o passo de integragao.
Passo de Integracao

A escolha de uma passo de integracao constante deve refletir um compromisso entre o tempo de

processamento e a precisao.



O passo de integracao deve ser pequeno o suficiente para que a integragao forneca bons resultados.
Entretanto, a escolha de um passo de integracao constante e pequeno pode levar a gastos desne-

cessarios de tempo de processamento e de armazenamento de dados.

Este compromisso muitas vezes nao é atingivel, visto que uma mesma simulacao pode conter varias
condicoes de operacao do sistema a ser simulado, sendo que cada uma destas situagoes exigira um
passo de integracao especifico. Quando utiliza-se o passo de integracao variavel soluciona-se esta
escolha. Deste modo, a rotina determina automaticamente a cada instante de tempo o passo de

integracao 6timo segundo algum critério.

A partir de um critério adequado, consegue-se uma economia substancial de tempo de processamento

sem perda de precisao do resultado obtendo o passo de integracao a cada instante de tempo.





