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1 Problema Cinematico Inverso

O problema cinematico inverso consiste em obter-se osesltas variaveis de
junta do manipulador a partir da posicéao e orientacao (deagflo efetuador final.
Ou seja, deseja-se computard,, . . ., 6, a partir de un?7? especificada.

Igualando-se a matriZI? e a matri’T,, computada pelo modelo cinematico
direto pode-se obter 16 equac¢Bes envolvendo as variav@iside Destas equa-
¢Oes, 4 sdo triviais. Outras 9 sdo referentes a parte déiootiecmatriz de trans-
formacdo homogénea e portanto apenas 3 destas equacoedegiandentes. A
parte de translacdo da matriz de transformacédo homogémeéooutras 3 equa-
cOes independentes. Tem-se portanto um sistema com 6 eguacdcognitas
correspondentes as variaveis de junta.

Assim, se o manipulador tiver 6 graus de liberdade, tem-peinaipio, um
sistema de equacdes que pode ser solucionado para obtevaes das va-
ridveis de junta para qualquer posicéo e orientacdo esptdfipara o efetuador
final.

2 Consideracoes

1. Existéncia de Solucoes
2. Multiplicidade de Solucdes
3. Método de Solucéo

(a) Solucdes em Forma Fechada
i. Método Algébrico
ii. Método Geomeétrico



iii. Solucéo de Pieper
(b) Solugbes em Forma Aberta
i. Métodos Numeéricos

3 Meétodo Algébrico
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Figura 1: Modelo cinematico inverso pelo método algébrico.
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Fazendo-s&Ty = T3 pode-se obter as equagdes

Cs = Ciz (1)
Sy = S (2)
r = L1+ 101+ 13C3 (3)
y = 1S + 12512 + 135123 (4)

Substituindo-se as expressdes (1) e (2) em (3) e (4) e rggncinse de forma
gue os termos conhecidos estejam de um lado da igualdaderemstdependen-
tes das incognitas estejam do outro, tem-se

r — l30¢ = l101 + 52012 (5)
y—13S, = LS1+ 150 (6)

Elevando-se ao quadrado e somando-se as expressoes (&)

(= 1304)° + (y — 1354)* = [FC} 4 21,C11,Cha + 13CT, + 11SF + 211511519 + 15357,
= PB4 154201y (C1015 + S151)
= 1P+ 13+ 2llycos (0 — (01 + 6,))
= 1P+ 15+ 201,Cy

€ portanto

(r = 13Cy)* + (y = 1355)* — 1§ — 5
2141 0
162

Obviamente deve-se terl < (5 < 1. No entanto, o valor calculado através
da expressao (7) pode eventualmente estar fora desta fatwasignifica que o
ponto(x,y, ¢) esta fora do espaco de trabalho do manipulador.

Para obter-se o valor do angulpdeve-se evitar o uso da funcéas( - ), pois
desta forma perde-se a informacéo de quadrante do angulotr€acé calcular
o valor def, através da funcéstan2( -, - )! Para tanto necessita-se obter o valor
deS,, através de

Cy =

1Esta funcéo retorna o valor do &ngulo no quadrante correte e e +.
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Sy = 44/1 — C2 (8)

Note-se que os dois sinais na expressao (8) indicam a exiessid® duas pos-
siveis solugcdes: Uma com o cotovelo do robd para cima e oatracccotovelo
para baixo. Pode-se portanto, calcular o valof.deela expresséo

92 = atanQ(Sg, Cg) (9)

Conhecendo-s&, pode-se, de (5) e (6), escrever:
Xr — l30¢ = llCl + lgCng — lgSlSQ
Yy — lgS¢ = l151 -+ l25102 + 120152
de onde é possivel obter-se
r — l30¢ = chl — KQSl (10)
Yy — l35¢ == K151 + KQCl (11)
com
Ky = 11+ 1,0
K2 - lgSg (12)

Através das seguintes mudancas de variaveis
r = /K}+ K32
v = atan2(Ks, K)

tem-se

Ky = rcosvy (13)
Ky = rsenvy (14)
Aplicando as transformacgdes (13) e (14) nas expressoes (1Q), tem-se
Tr — lgC¢ = TCA/CH — TSA/S&
Y — l35¢ = rCySl + 7“5701
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que pode ser escrita de forma mais compacta como

—13C
T e r3 = cos(y + 61)
y — 1354

" = sen(vy+ 6,)

de onde pode-se obter

Yy — lgS¢ xTr — lgC¢

~v + 0, = atan2 ( ) = atan2(y — [354, x — [3C})

r r

ou

91 = atan2(y — lgS¢, T — lgC¢) -7 = atan2(y - l35¢, T — l30¢) - atanQ(Kg, Kl)
e finalmente

91 = atan2(y — l35¢, Xr — l30¢) — atan?(lgSg, ll + ZQCQ) (15)

Note-se que o sinal d& afetaS; que afetd),.
Conhecendo-sg e, pode-se determindg. De (1) e (2) tem-se

atan2(S¢, C¢) = atan2(5123, 0123)

ou

atan2(5¢, C¢) = 91 + 92 + 93

de onde

93 = atan2(5¢, C¢) - 91 - 92 (16)

4 Método Geométrico

A solucéo para o problema cinematico inverso através do doég@eomeétrico
baseia-se na decomposicédo do manipulador em planos.

Considerando-se a configuracdo com o cotovelo para cimaé¢emela Lei
dos Cossenos:

(= 13C4)* + (y — 13584)% = 17 + 15 — 2115 cos(180° + 6,)
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Figura 2: Modelo cinematico inverso pelo método geomeétrico

ja que nesta situacdp < 0.
E comocos(180° + 6,) = — cos 09, chega-se a

(7 = 13Cy)* + (y — 1385)* — 1T + 13
2111y
Neste caso, o valor d& pode ser calculado por

Cy =

6y = acos(Cy)
pois devido a hip6tese de qée< 0, o quadrante do angulo esta bem definido.
Pode-se facilmente perceber que para a configuracdo conoweetmipara
baixo tem-se
Hé == —82

Definindo-se



f = atan2(y — 354, x — I3Cy)

Tem-se que quando o cotovelo esta para ddna= 3 + «, coma < 0 e
quando o cotovelo esta para bato= 3 — o/, coma’ > 0. a pode ser obtido
utilizando-se a Lei dos Cossenos:

2
= (lo = 1o+ (= 1a507) -2t~ 1O + (= S cosa
Logo
(v = 13Cy)* + (y = 13Sy)* + 17 — Iy

20/ (x = 13C4)% + (y — [355)?

e novamente tem-se quepode ser calculado per = acos(cosa), ja que 0O
guadrante do angulo é conhecido. Note gque- —a.
Tem-se também que = 0, + 6, + 3. Portanto

Cos ax =

O3 =¢— 01— 0,

03 =0¢—0) -0,

5 Solucao de Pieper

Para manipuladores com 6 (ou 5 ou 4) graus de liberdade, @aan8 (ou 2
ou 1) ultimas juntas forem rotacionais e 0s seus eixos iep¢aen-se em um
anico ponto, € possivel obter-se uma solucao geral paraldepna cinematico
inverso [4]. Neste caso, é possivel desacoplar o probleneandtico inverso em
dois problemas mais simples, o problema de posicionamevesio e 0 problema
de orientac&o inverso [8].

Supondo-se um manipulador cangraus de liberdade, o problema cinematico
inverso é encontrar os valoresg@e- [ ¢; ... ¢, | tais que

Opd = o7y ...»'1, =°T,, (17)

onde’T? é a matriz de transformagdo homogénea desejada, ou sejaiadea
transformacdo homogénea com a posic¢ao e orientacao daddetdo robb para
a qual se deseja determinar os valores das variaveis de junta



A expressao (17) pode ser ser desmembrada em duas equagasspries-
pondendo as especificacfes de posicao e outra corresporaepdpecificacdes
de orientagéo:

Oopd = Op, (18)
‘R; = "R, (19)
onde’P? e °R? representam, respectivamente, a posicéo e a orientagiadEs
para o sistema de coordenaadas
Se 0s eixos das juntas— 2, n — 1 en se interceptam no pontg, as origens
dos sistemas de coordenadas- 1} e {n — 2} (atribuidos segundo as convenc¢des
de Denavit-Hartenberg) estardo neste ponto. Neste casoyinento das juntas
n —2,n — 1 en nao alterara a posicédo do porifo Como a origem do sistema

{n} & apenas uma translacgéo por uma distascio longo deZ,,_, a partir deQ)
e Z,_, esta alinhado cord,,, tem-se que

 Prorg = °Q + "Ry _1d," * Zp_y = °Q + °R,d," Z,,
Portanto, para posicionar o efetuador do robd no pbhfo basta fazer
°Q ="P}—"Rld,"Z,

Por outro lado,

0 _ 0 n—3
Q n 2)org — +4n-3 P(n—2)org

que é funcdo apenas gg. . . ¢,_3. Assim, pode-se determingy. . . ¢,_3 a partir
de

OPS ORI, 2 = Ty ™ Plr sy

A determinacao dos valores dg. . . ¢,_s implica’R,,_; estar determinada e
como

ORZ — ORn—3n_3Rn
deve-se fazer

n—3R R—l ORd
ou ainda

n—SRn — ORS_SORZ
de onde pode-se determinar os valoreg,de. . . ¢,
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6 Meétodo Numérico

Existem diversos métodos numéricos para calcular a cinegriaversa. Vide [2,
3] para um resumo das técnicas. Aqui serdo apresentadassasemais simples.
Justamente por serem mais simples, estas técnicas saogfmirotes do ponto
de vista computacional e muito suceptiveis a problemas aurasidades.

6.1 Inversa generalizada

Ainversa do jacobiano é tal que, dada uma pequena variagimsdaio dda garra,
€ possivel calcular a variacao nas coordenadas de junta[6]:

Ag=J g AX

Em geral, ndo existe a inversa do jacobiano, mas sim umasangeneralizada
B, que cumpre alguma das condi¢cdes de Moore-Penrose:

1. JBJ =J

2. BJB =B
3. (JB) = JB
4. (BJ)T = BJ

Se B cumpre todas as quatro condicfes, é dita pseudo-inversmieza B =
JT.

Achar a inversa generalizada € um processo lento e que r&adeljuada-
mente com singularidades.

6.2 Transposta do Jacobiano

Em lugar de utilizar a pseudo-inversa do jacobiano, podéiszar a transposta:

Aq = J (9 AX
E muito mais eficiente do ponto de vista computacional e pvithlemas com
singularidades.
Esta aproximacéo € motivada por consideracdes fisicas asenrto conceito
de trabalho virtual.
Para resolver certos problemas de escala, pode-se intradufator de escala
h, e iterar até atingir a convergéncia:

Ag = hJT (g)AX



7 Modelo Cinematico Inverso do Manipulador Bar-
rett WAM

O modelo Cinematico Inverso do manipulador Barrett WAM apreado nesta
sec¢do segue a aborgadem de [7], onde o modelo é desenvdilido método
geométrico, mas procura-se fazer os calculos através dalbmwngadem algébrica
e Nao apenas geometrica.

Utilizando-se a idéia do método de Piper de desacoplar fmsi@rientacao,
tem-se que a posicéo desejada do punho do robs pode serpdatida

base pd __ base pd base d garra 7
PB(,,-g - Pgarra - Rgarradga”’a Zgarra (20)

A andlise das possiveis posi¢coes do manipulador é realiegada como base
0 esquema representado na Figura 3. Nesta analise ge@nétmsidera-se que
as partes inferior e superior do manipulador geram um voldengabalho cor-
respondente a uma casca esférica, sendo que a intersestd@®) gede gerar uma
circunferéncia, um ponto ou um conjunto nulo (neste cassig{o desejada para
o punho do robé nao € atingivel). A parte inferior do manigataorresponde aos
elementos compreendidos da base até a junta 4, e a partesdpananipulador
compreende o0s elementos da junta 4 até a ferramenta. Topassageis solucdes
sao calculadas considerando-se a posi¢cao normalizadantio plo manipulador
posicionado verticalmente acima da junta da base.

O pontosO e B representados na Figura 3 estao localizados na origem do
sistema 1 e na origem do sistema 5 respectivamente, aindato4 € a origem
do sistema 3, que coincide com a origem do sistema 4.

Se 0s segmentas,; e L, pudessem girar livremente em torno dos porifos
e B respectivamente, a ponta de cada segmento geraria umaesfsiea com
centros en® e B. Mas uma vez que 0s segmentos estdo conectados noamto
Unica solucéo possivel € a interseccéo das cascas estfradss, sendo que esta
interseccdo pode resultar em uma circunferéncia, um pouot® € equivalente a
uma circunferéncia com raio zero) ou nula, sendo que ird&fgse a intersec¢cao
nula como um caso onde n&o ha solugdo para o problema cicerimétrso.

Ou seja, as possiveis posi¢cdes do pafitdescrevem um circulo de rai®c
em torno do pontd’ que esta a uma distaneia do pontoO.

de = Ly cos(ag) = d — Ly cos(az) (21)
Rc = Lysen(ay) = Lo sen(as) (22)
Da geometria apresentada na Figura 3, os angulesy; podem ser calcula-

dos como segue:
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Figura 3: Geometria de interseccao dos volumes das pafée®ime superior do
manipulador WAM, adaptado de [7].

e = o5 [( + 13— 13) / (2dLo)] 3)

7 =sen”! [Lysen(v,)/ (L1)] (24)

O comprimento do segment € calculado em relacdo aos sistemas de co-
ordenadas 1, sendo que o valor resultante é uma constantéiguiepende das
variaveis de junta:

Ly=1'P,, —'P,,| (25)

‘P, = (26)

_— o O O
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[cos(6;) 0 sen(fy) O] [cos(fs) 0 —send3) aszcosz)| [0
sen(fy) 0 —cos(f2) Of [sen(f;) 0  cos(f3) assen(fs)| (O]
0 1 0 0 0 —1 0 ds 0|
0o 0o o 1/ 0o 0o 0 1 1
[cos(0y)as cos(63) + sen(fy)ds
sen(fs)as cos(f3) — cos(6y)ds
as sen(ﬁg) (27)
1

portanto:

L= \Ja2 + 2 (28)

e 0 comprimento do segmenig é calculado em relagdo aos sistemas de coorde-
nadas 3, sendo que da mesma forma que para o segmerdagesultado € uma
constante que portanto ndo depende das variaveis de junta:

L, =P, = °P,,| (29)

(30)

3
Pgorg =

_ o O O

3 3 4 b
b, , ="Ty'15°F;,,, =

[cos(y) 0 sen(fy) agcos(fs)] [cos(d5) 0 —sen(fs) 07 [0
sen(fy) 0 —cos(fy) agsen(fy)| |sen(ds) 0  cos(65) O |0
0 1 0 0 0 —1 0 ds| |0
0 00 1 0 0 0o 1]l
[ dssen(0,) + aq cos(0y)
—ds 005(94)0—1- aysen(fy) (31)
i 0

Ly=\Jal + & (32)
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Ainda, para calcular o valor do comprimento do segmehtdilizam-se as
coordenadas dos pontése O, sendo que 0 mesmo € independente das variaveis
de juntas, dependendo apena§B§Tg, gue pode ser calculado de (20).

d=|B-0| (33)

1 __1pd _ 1 0pd
B = P5o7"g_ T P5org

(34)

. . T
E considerando qu&Py,, vai ter a forma[®z¢,  °yd,.. °z¢,. 1] pode-
Se escrever:

cos(61) sen(f1) O O Owgu,.g cos (61 )Offgm-g + SCH(Gl)Oy?w.g
g _ 0 0 -1 o [%E,,| _ 2o (35)
~ | —sen(f1) cos(f1) O O Ozgorg I sen(91)0xgorg + cos(@l)oygorg
0 0 0 1 1 1
E com:
0
0=1p,, - | (36)
- 107‘9 - 0
1
tem-se pard.:
— d d d
d= \/(Ox5org)2 + (Oy50Tg)2 + (Oz5org)2 (37)

Para calcular os angulos de juntjsa #,, sdo consideradas as geometrias
apresentadas nas Figuras 5 e 4 que representam respeantivanmaanipulador
configurado com o cotovelo para fora e para dentro, e onde-g®derificar as
posi¢des dos pontds; e U.

As possiveis posi¢des para os pontgs U; também descrevem circunferén-
cias semelhantes a descrita pelas possiveis posi¢ées tn o partir deste
ponto do trabalho, somente o porig sera considerado uma vez que ndo ha ne-
cessidade de analisar o porifg para resolver o problema cinematico inverso. A
circunferéncia referentela; tem raioR ; e esta a uma distancia ; do pontoO.

Observando a Figura 4 pode-se verificar que:

dLJ = dc — lL SGH(QL) (38)
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Figura 4: Posicao do manipulador WAM com o cotovelo para,fadaptado de

[7]

Figura 5: Posi¢cao do manipulador WAM com o cotovelo parardeatiaptado de

[7].
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Rpj; = R.+1cos(0y) (39)

ondel;, = 0.06364m [1] & o tamanho dodfsset do elo, ou seja, a distancia do
ponto A ao pontoL ;.
Para a posi¢céo com o cotovelo para fora tem-se que:

m
=g atan2 (|ay|, ds) (40)
m
Y4 = 5 — atan2 (CLg, dg) (41)
m
9L=7T—<§—71>—73 (42)
m
Oy =7 — <§—’Y2)—74 (43)
E para a posicdo com o cotovelo para dentro tem-se:
m
0 =73 — (5 - 71) (44)
m
Oy =4 — (5 - 72) (45)

Deve-se observar que as possiveis posicdes para o dodéscrevem uma
circunferéncia centrada no pontg com raioR- a uma distancia. do ponto
O, e gque as possiveis posi¢cdes para o pdntalescrevem uma circunferéncia
centrada entC';,;, com raio R;; a uma distancial;; do pontoO. Ainda, as
Figuras 3, 4 e 5 se referem a uma posi¢cado normalizada do rado sge o eixo
OB pode estar em qualquer orientacao espacial (diferentertdeale

As circunferéncias descritas pelas possiveis posicoepalissA e L; Sdo
paralelos e em torno do eix@B. Pode-se parametrizar os mesmos atraves de seu
raio R, distanciaD ao pontoO e angulop € [—7, 7]. Ou seja, tem-se cada ponto
sobre uma das circunferéncias dada por:

R cos(¢)
Cn(R,D,¢) = | Risen(¢) (46)
D

Assim, as possiveis posi¢des para o pohtta configuracao normalizada sao
dadas poiC, (R, d., ¢) e as possiveis posi¢bes para o pohyosdo dadas por
C.(Rrs,dry, ¢), sendo que considerando-se o fato de que o éiKoem geral
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nao esta na vertical, as circunferéncias normalizadasspracser rotacionadas
para a sua posicao real.

SendoR,, a matriz de rotacdo que move a posi¢ao desejada do punho do ma-
nipulador para a posi¢cao normalizada equivalente (Figyre®-se:

0
0
d

A matriz R,, € a matriz de rota¢cdo que rotaciona um ponto em torno de um
eixo arbitrario, transformando-o em outro, cujo calculo @strado no apéndice
C. Assim, as possiveis posi¢cdes para o poh&#o dadas por:

— }%HO})d

Sorg

(47)

TA
VA = RZCn<Rcu dm (b) = |Ya (48)
ZA
e as possiveis posi¢cdes para o pahjsao dadas por:
Trg
'Ly =REC.(Rpy. dry, ¢) = |yrs (49)
RLJ

Uma vez queys, 74, 01, €6y foram calculados, pode-se seguir:

91 = atan (yLJ,.TLJ) (50)
0 = acos (ZL—J) (51)
ds
05 = atan2 (sen(63), cos(f3)) (52)

Comsen(f3) e cos(f3) calculados de:

cos(b) cos(fs) —sen(6) Ly T
[sen(@l)cos(eg) cos(f,) :I [sgsggiﬂ = ([yLJ:I - |:yA]) ai?) (53)

— sen(6s) 0 ZLJg ZA
0, = (0 + 01), cotovelo para fora (54)
0, = (6y + 0.), cotovelo para dentro (55)
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Os angulo9; e 65 podem ser calculados a partir do deslocamento da posi-
céo desejada da garra em relacdo a posicédo desejada do ppriesentada no
sistema de coordenadas 4, ou seja:

4Dgarra — 4Tbasebasepgdarra o 4TbasebasePE§i
ITp
4 base pd base pd\ __ YD
= "Rygse (" Piyya — "PY) = - (56)
1
E:

05 = atan2(yp, rp) + 7, cotovelo para fora (57)
05 = atan2(yp, xp ), cotovelo para dentro (58)

fg = atan2 (zD, \Jxh + y%) — g, cotovelo para fora (59)
f¢ = m — atan2 (zD, \/xh + y%) , cotovelo para dentro (60)

Observando quéwD YD zD}T pode ser calculado de (56). Para proceder
com o calculo dé-, tem-se:

baseRd — baseROORgGR?7Rgam"a (61)

garra

E deve-se observar qfec R¢ .. é especificado e conhecid®* Ry € "Ryurra

garra

séo constantes e conhecido& pode ser calculado a partir de- - - 65 que ja
foram determinados. E de (61) pode-se obter:

6Rc7l — 6Rg ORbase baseR;larra garraR7 (62)
Por outro lado, dado que = a; = 0 tem-se:

cos(f7) —sen(f;) 0 O rp r2 0 0

6pd _ |sen(f7) cos(6;) O O  |rog 722 0 O
R7 = 0 0 1 d;| |0 0 1 dy (63)

0 0 0 1 0 0O 0 1

e portanto

97 = atan2(r21, 7’11) (64)
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A Relacbes Trigonométricas Uteis

A.1 Cosseno da Soma

cos(a + b) = cosacosb F senasenb

A.2 Seno da Soma

sen(a £+ b) = senacosb =+ cosasenb

A.3 Lei dos Cossenos

a’> =b + & — 2bccosa

18



Figura 6: Definicdo de angulos e vértices para a Lei dos Seneigles Cossenos.

A.4 Leidos Senos

a b c

sena  senf  senvy

A.5 Leidas Tangentes

(a+0))
(a— 1))

a+b  tan(
a—b_tan(

N~

B Solucdes Algébricas Reduzidas a PolinGmios
Seja uma equacéo trigonométrica na forma

acosf +bsenl = c

Esta equacédo pode ser resolvida paedravés das seguintes transformacoes

algébricas:

1—u

COS 9 = m (65)
senf = 7 iuu2 (66)
tan g = u (67)

Aplicando-se as transformacdes, tem-se

1_U2+b 2u
a
14 u? 14+ u?

=C
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a(l —u?) + 2bu = c(1 + u?)
a — au® 4 2bu = ¢ + cu?

(c+a)u® —2bu+ (c—a) =0

20+ /42 — 4(c+a)(c —a)
‘= 2(c+a)

b+ Vb2 —c?+a?

c+a

a? + b2 — 2
a—+c

u =

b+
0 = 2tan"" <

C Matriz de Rotacéo que Relaciona Dois Pontos

SejaP,, um ponto obtido a partir da rotacdo de um pofRtem torno de um eixo
arbitrario. Deseja-se determinay, tal que

P,=R,P (68)

Inicialmente, nota-se qug,, nado altera o moédulo dos vetores que represen-
tam os pontos, portanto é conveniente continuar o desemato com vetores
unitarios:

P

Pi=1p (69)
P,

P = g (70)

A partir dos vetores unitarios, o cosseno e 0 seno do angulotdedo entre
eles pode ser obtido por:

cos(¢p) = P, - Py = P'P, (71)

sen(¢) = | Py X Py (72)
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onde - e x representam respectivamente os produtos escalar e Vetatria os
dois vetores. Por outro lado, o eixo em torno do qual é feiatacio pode ser
obtido por:

r =

1
sen(¢)

A partir do seno e cosseno do angulo de rotacao e do eixo d@iocoégpossivel
obter a matriz de rotag&o, que tem a forma [5]:

(Pl X PQ) = [7’;] (73)

Tz

r2 vers(¢) + cos(¢) o1y Vers(¢) — rysen(¢p) 1ryr, vers(¢) + ry sen(o)
R, = |ryry vers(¢) + 7. sen(¢) revers(¢) 4 cos(¢) Ty vers(¢) — ry sen(q)
o1, vers(¢) — rysen(¢) ryr; vers(¢) + rysen(p) r2 vers(¢) + cos(¢)
(74)
ondevers(¢) = 1 — cos(¢).
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