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1 Problema Cinemático Inverso

O problema cinemático inverso consiste em obter-se os valores das variáveis de
junta do manipulador a partir da posição e orientação (desejada) do efetuador final.
Ou seja, deseja-se computarθ1, θ2, . . . , θn a partir de um0T d

n especificada.
Igualando-se a matriz0T d

n e a matriz0Tn computada pelo modelo cinemático
direto pode-se obter 16 equações envolvendo as variáveis dejunta. Destas equa-
ções, 4 são triviais. Outras 9 são referentes à parte de rotação da matriz de trans-
formação homogênea e portanto apenas 3 destas equações são independentes. A
parte de translação da matriz de transformação homogênea fornece outras 3 equa-
ções independentes. Tem-se portanto um sistema com 6 equações en incógnitas
correspondentes às variáveis de junta.

Assim, se o manipulador tiver 6 graus de liberdade, tem-se, aprincípio, um
sistema de equações que pode ser solucionado para obter-se os valores das va-
riáveis de junta para qualquer posição e orientação especificada para o efetuador
final.

2 Considerações

1. Existência de Soluções

2. Multiplicidade de Soluções

3. Método de Solução

(a) Soluções em Forma Fechada

i. Método Algébrico

ii. Método Geométrico
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iii. Solução de Pieper

(b) Soluções em Forma Aberta

i. Métodos Numéricos

3 Método Algébrico

Figura 1: Modelo cinemático inverso pelo método algébrico.
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0T d
3 =









Cφ −Sφ 0 x
Sφ Cφ 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1









Fazendo-se0T d
3 = 0T3 pode-se obter as equações

Cφ = C123 (1)

Sφ = S123 (2)

x = l1C1 + l2C12 + l3C123 (3)

y = l1S1 + l2S12 + l3S123 (4)

Substituindo-se as expressões (1) e (2) em (3) e (4) e rearranjando-se de forma
que os termos conhecidos estejam de um lado da igualdade e os termos dependen-
tes das incógnitas estejam do outro, tem-se

x − l3Cφ = l1C1 + l2C12 (5)

y − l3Sφ = l1S1 + l2S12 (6)

Elevando-se ao quadrado e somando-se as expressões (5) e (6)resulta

(x − l3Cφ)
2 + (y − l3Sφ)

2 = l21C
2
1 + 2l1C1l2C12 + l22C

2
12 + l21S

2
1 + 2l1S1l2S12 + l22S

2
12

= l21 + l22 + 2l1l2 (C1C12 + S1S12)

= l21 + l22 + 2l1l2 cos (θ1 − (θ1 + θ2))

= l21 + l22 + 2l1l2C2

e portanto

C2 =
(x − l3Cφ)

2 + (y − l3Sφ)
2 − l21 − l22

2l1l2
(7)

Obviamente deve-se ter−1 ≤ C2 ≤ 1. No entanto, o valor calculado através
da expressão (7) pode eventualmente estar fora desta faixa.Isto significa que o
ponto(x, y, φ) está fora do espaço de trabalho do manipulador.

Para obter-se o valor do ânguloθ2 deve-se evitar o uso da funçãoacos( · ), pois
desta forma perde-se a informação de quadrante do ângulo. O correto é calcular
o valor deθ2 através da funçãoatan2( · , · )1 Para tanto necessita-se obter o valor
deS2, através de

1Esta função retorna o valor do ângulo no quadrante correto, entre−π e+π.
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S2 = ±
√

1 − C2
2 (8)

Note-se que os dois sinais na expressão (8) indicam a existência de duas pos-
síveis soluções: Uma com o cotovelo do robô para cima e outra com o cotovelo
para baixo. Pode-se portanto, calcular o valor deθ2 pela expressão

θ2 = atan2(S2, C2) (9)

Conhecendo-seθ2, pode-se, de (5) e (6), escrever:

x − l3Cφ = l1C1 + l2C1C2 − l2S1S2

y − l3Sφ = l1S1 + l2S1C2 + l2C1S2

de onde é possível obter-se

x − l3Cφ = K1C1 − K2S1 (10)

y − l3Sφ = K1S1 + K2C1 (11)

com

K1 = l1 + l2C2

K2 = l2S2 (12)

Através das seguintes mudanças de variáveis

r =
√

K2
1 + K2

2

γ = atan2(K2, K1)

tem-se

K1 = r cos γ (13)

K2 = r sen γ (14)

Aplicando as transformações (13) e (14) nas expressões (10)e (11), tem-se

x − l3Cφ = rCγC1 − rSγS1

y − l3Sφ = rCγS1 + rSγC1
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que pode ser escrita de forma mais compacta como

x − l3Cφ

r
= cos(γ + θ1)

y − l3Sφ

r
= sen(γ + θ1)

de onde pode-se obter

γ + θ1 = atan2

(

y − l3Sφ

r
,
x − l3Cφ

r

)

= atan2(y − l3Sφ, x − l3Cφ)

ou

θ1 = atan2(y− l3Sφ, x− l3Cφ)−γ = atan2(y− l3Sφ, x− l3Cφ)−atan2(K2, K1)

e finalmente

θ1 = atan2(y − l3Sφ, x − l3Cφ) − atan2(l2S2, l1 + l2C2) (15)

Note-se que o sinal deθ2 afetaS2 que afetaθ1.
Conhecendo-seθ1 eθ2 pode-se determinarθ3. De (1) e (2) tem-se

atan2(Sφ, Cφ) = atan2(S123, C123)

ou

atan2(Sφ, Cφ) = θ1 + θ2 + θ3

de onde

θ3 = atan2(Sφ, Cφ) − θ1 − θ2 (16)

4 Método Geométrico

A solução para o problema cinemático inverso através do método geométrico
baseia-se na decomposição do manipulador em planos.

Considerando-se a configuração com o cotovelo para cima tem-se, pela Lei
dos Cossenos:

(x − l3Cφ)
2 + (y − l3Sφ)

2 = l21 + l22 − 2l1l2 cos(180◦ + θ2)
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Figura 2: Modelo cinemático inverso pelo método geométrico.

já que nesta situaçãoθ2 < 0.
E comocos(180◦ + θ2) = − cos θ2, chega-se a

C2 =
(x − l3Cφ)

2 + (y − l3Sφ)
2 − l21 + l22

2l1l2

Neste caso, o valor deθ2 pode ser calculado por

θ2 = acos(C2)

pois devido à hipótese de queθ2 < 0, o quadrante do ângulo está bem definido.
Pode-se facilmente perceber que para a configuração com o cotovelo para

baixo tem-se

θ′2 = −θ2

Definindo-se
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β = atan2(y − l3Sφ, x − l3Cφ)

Tem-se que quando o cotovelo está para cimaθ1 = β + α, com α ≤ 0 e
quando o cotovelo está para baixoθ′1 = β − α′, comα′ ≥ 0. α pode ser obtido
utilizando-se a Lei dos Cossenos:

l22 =

(

√

(x − l3Cφ)2 + (y − l3Sφ)2

)2

+l21−2l1

√

(x − l3Cφ)2 + (y − l3Sφ)2 cos α

Logo

cos α =
(x − l3Cφ)

2 + (y − l3Sφ)
2 + l21 − l2

2l1
√

(x − l3Cφ)2 + (y − l3Sφ)2

e novamente tem-se queα pode ser calculado porα = acos(cosα), já que o
quadrante do ângulo é conhecido. Note queα′ = −α.

Tem-se também queφ = θ1 + θ2 + θ3. Portanto

θ3 = φ − θ1 − θ2

e

θ′3 = φ − θ′1 − θ′2

5 Solução de Pieper

Para manipuladores com 6 (ou 5 ou 4) graus de liberdade, quanto as 3 (ou 2
ou 1) últimas juntas forem rotacionais e os seus eixos interceptam-se em um
único ponto, é possível obter-se uma solução geral para o problema cinemático
inverso [4]. Neste caso, é possível desacoplar o problema cinemático inverso em
dois problemas mais simples, o problema de posicionamento inverso e o problema
de orientação inverso [8].

Supondo-se um manipulador comn graus de liberdade, o problema cinemático
inverso é encontrar os valores deq = [ q1 . . . qn ]T tais que

0T d
n = 0T1 . . . n−1Tn = 0Tn (17)

onde0T d
n é a matriz de transformação homogênea desejada, ou seja, a matriz de

transformação homogênea com a posição e orientação do efetuador do robô para
a qual se deseja determinar os valores das variáveis de junta.
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A expressão (17) pode ser ser desmembrada em duas equações, uma corres-
pondendo as especificações de posição e outra correspondendo as especificações
de orientação:

0P d
n = 0Pn (18)

0Rd
n = 0Rn (19)

onde0P d
n e 0Rd

n representam, respectivamente, a posição e a orientação desejadas
para o sistema de coordenadasn.

Se os eixos das juntasn − 2, n − 1 en se interceptam no pontoQ, as origens
dos sistemas de coordenadas{n−1} e{n−2} (atribuídos segundo as convenções
de Denavit-Hartenberg) estarão neste ponto. Neste caso, o movimento das juntas
n − 2, n − 1 e n não alterará a posição do pontoQ. Como a origem do sistema
{n} é apenas uma translação por uma distânciadn ao longo deẐn−1 a partir deQ
e Ẑn−1 está alinhado com̂Zn, tem-se que

0Pnorg = 0Q + 0Rn−1dn
n−1Ẑn−1 = 0Q + 0Rndn

nẐn

Portanto, para posicionar o efetuador do robô no ponto0P d
n , basta fazer

0Q = 0P d
n − 0Rd

ndn
nẐn

Por outro lado,

0Q = 0P(n−2)org = 0Tn−3
n−3P(n−2)org

que é função apenas deq1 . . . qn−3. Assim, pode-se determinarq1 . . . qn−3 a partir
de

0P d
n − 0Rd

ndn
nẐn = 0Tn−3

n−3P(n−2)org

A determinação dos valores deq1 . . . qn−3 implica 0Rn−3 estar determinada e
como

0Rd
n = 0Rn−3

n−3Rn

deve-se fazer

n−3Rn = 0R−1
n−3

0Rd
n

ou ainda

n−3Rn = 0RT
n−3

0Rd
n

de onde pode-se determinar os valores deqn−2 . . . qn.
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6 Método Numérico

Existem diversos métodos numéricos para calcular a cinemática inversa. Vide [2,
3] para um resumo das técnicas. Aqui serão apresentadas apenas as mais simples.
Justamente por serem mais simples, estas técnicas são poucoeficientes do ponto
de vista computacional e muito suceptíveis a problemas com sigularidades.

6.1 Inversa generalizada

A inversa do jacobiano é tal que, dada uma pequena variação daposição dda garra,
é possível calcular a variação nas coordenadas de junta[6]:

∆q = J−1(q)∆X

Em geral, não existe a inversa do jacobiano, mas sim uma inversa generalizada
B, que cumpre alguma das condições de Moore-Penrose:

1. JBJ = J

2. BJB = B

3. (JB)T = JB

4. (BJ)T = BJ

SeB cumpre todas as quatro condições, é dita pseudo-inversa, e éúnica:B =
J†.

Achar a inversa generalizada é um processo lento e que não lida adequada-
mente com singularidades.

6.2 Transposta do Jacobiano

Em lugar de utilizar a pseudo-inversa do jacobiano, pode-seutilizar a transposta:

∆q = JT (q)∆X

É muito mais eficiente do ponto de vista computacional e evitaproblemas com
singularidades.

Esta aproximação é motivada por considerações físicas com base no conceito
de trabalho virtual.

Para resolver certos problemas de escala, pode-se introduzir um fator de escala
h, e iterar até atingir a convergência:

∆q(i+1) = hJT (q)∆X(i)
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7 Modelo Cinemático Inverso do Manipulador Bar-
rett WAM

O modelo Cinemático Inverso do manipulador Barrett WAM apresentado nesta
seção segue a aborgadem de [7], onde o modelo é desenvolvido utilizando método
geométrico, mas procura-se fazer os cálculos através de umaaborgadem algébrica
e não apenas geométrica.

Utilizando-se a idéia do método de Piper de desacoplar posição e orientação,
tem-se que a posição desejada do punho do robô pode ser obtidapor:

baseP d
5org

= baseP d
garra − baseRd

garradgarra
garraẐgarra (20)

A análise das possíveis posições do manipulador é realizadatendo como base
o esquema representado na Figura 3. Nesta análise geométrica, considera-se que
as partes inferior e superior do manipulador geram um volumede trabalho cor-
respondente a uma casca esférica, sendo que a intersecção destas, pode gerar uma
circunferência, um ponto ou um conjunto nulo (neste caso a posição desejada para
o punho do robô não é atingível). A parte inferior do manipulador corresponde aos
elementos compreendidos da base até a junta 4, e a parte superior do manipulador
compreende os elementos da junta 4 até a ferramenta. Todas aspossíveis soluções
são calculadas considerando-se a posição normalizada do punho do manipulador
posicionado verticalmente acima da junta da base.

O pontosO e B representados na Figura 3 estão localizados na origem do
sistema 1 e na origem do sistema 5 respectivamente, ainda, o pontoA é a origem
do sistema 3, que coincide com a origem do sistema 4.

Se os segmentosL1 e L2 pudessem girar livremente em torno dos pontosO
e B respectivamente, a ponta de cada segmento geraria uma cascaesférica com
centros emO eB. Mas uma vez que os segmentos estão conectados no pontoA, a
única solução possível é a intersecção das cascas esféricasgeradas, sendo que esta
intersecção pode resultar em uma circunferência, um ponto (que é equivalente a
uma circunferência com raio zero) ou nula, sendo que interpreta-se a intersecção
nula como um caso onde não há solução para o problema cinemático inverso.

Ou seja, as possíveis posições do pontoA descrevem um circulo de raioRC

em torno do pontoC que está a uma distânciadC do pontoO.

dC = L1 cos(α1) = d − L2 cos(α2) (21)

RC = L1 sen(α1) = L2 sen(α2) (22)

Da geometria apresentada na Figura 3, os ângulosγ1 e γ2 podem ser calcula-
dos como segue:
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RC

dC

B

O

AC

d

L1

L2

γ1

γ2

Figura 3: Geometria de intersecção dos volumes das partes inferior e superior do
manipulador WAM, adaptado de [7].

γ2 = cos−1
[(

d2 + L2
2 − L2

1

)

/ (2dL2)
]

(23)

γ1 = sen−1 [L2 sen(γ2)/ (L1)] (24)

O comprimento do segmentoL1 é calculado em relação aos sistemas de co-
ordenadas 1, sendo que o valor resultante é uma constante quenão depende das
variáveis de junta:

L1 = |1P3org
− 1P1org

| (25)

1P1org
=









0
0
0
1









(26)
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1P3org
= 1T2

2T3
3P3org

=








cos(θ2) 0 sen(θ2) 0
sen(θ2) 0 − cos(θ2) 0

0 1 0 0
0 0 0 1

















cos(θ3) 0 − sen θ3) a3 cos θ3)
sen(θ3) 0 cos(θ3) a3 sen(θ3)

0 −1 0 d3

0 0 0 1

















0
0
0
1









=









cos(θ2)a3 cos(θ3) + sen(θ2)d3

sen(θ2)a3 cos(θ3) − cos(θ2)d3

a3 sen(θ3)
1









(27)

portanto:

L1 =
√

a2
3 + d2

3 (28)

e o comprimento do segmentoL2 é calculado em relação aos sistemas de coorde-
nadas 3, sendo que da mesma forma que para o segmentoL1, o resultado é uma
constante que portanto não depende das variáveis de junta:

L2 = |3P5org
− 3P3org

| (29)

3P3org
=









0
0
0
1









(30)

3P5org
= 3T4

4T5
5P5org

=








cos(θ4) 0 sen(θ4) a4 cos(θ4)
sen(θ4) 0 − cos(θ4) a4 sen(θ4)

0 1 0 0
0 0 0 1

















cos(θ5) 0 − sen(θ5) 0
sen(θ5) 0 cos(θ5) 0

0 −1 0 d5

0 0 0 1

















0
0
0
1









=









d5 sen(θ4) + a4 cos(θ4)
−d5 cos(θ4) + a4 sen(θ4)

0
0









(31)

L2 =
√

a2
4 + d2

5 (32)
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Ainda, para calcular o valor do comprimento do segmentod utilizam-se as
coordenadas dos pontosB eO, sendo que o mesmo é independente das variáveis
de juntas, dependendo apenas de0P d

5org, que pode ser calculado de (20).

d = |B − O| (33)

1B = 1P d
5org = 1T0

0P d
5org (34)

E considerando que0P d
5org vai ter a forma

[

0xd
5org

0yd
5org

0zd
5org 1

]T
pode-

se escrever:

1B =

[

cos(θ1) sen(θ1) 0 0
0 0 −1 0

− sen(θ1) cos(θ1) 0 0
0 0 0 1

]





0xd
5org

0yd
5org

0zd
5org

1



 =





cos(θ1)0xd
5org + sen(θ1)0yd

5org

−0zd
5org

− sen(θ1)0xd
5org + cos(θ1)0yd

5org

1



 (35)

E com:

1O = 1P1org
=









0
0
0
1









(36)

tem-se parad:

d =
√

(0xd
5org)

2 + (0yd
5org)

2 + (0zd
5org)

2 (37)

Para calcular os ângulos de juntasθ1 à θ7, são consideradas as geometrias
apresentadas nas Figuras 5 e 4 que representam respectivamente o manipulador
configurado com o cotovelo para fora e para dentro, e onde pode-se verificar as
posições dos pontosLJ eUJ .

As possíveis posições para os pontosLJ eUJ também descrevem circunferên-
cias semelhantes a descrita pelas possíveis posições do ponto A. A partir deste
ponto do trabalho, somente o pontoLJ será considerado uma vez que não há ne-
cessidade de analisar o pontoUJ para resolver o problema cinemático inverso. A
circunferência referente aLJ tem raioRLJ e está a uma distânciadLJ do pontoO.

Observando a Figura 4 pode-se verificar que:

dLJ = dc − lL sen(θL) (38)
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dLJ

RLJ

RC

dC

UJ

LJ

B

O

A
C

d

L1

L2

γ1

γ2

γ3

γ4

θU

θL

Figura 4: Posição do manipulador WAM com o cotovelo para fora, adaptado de
[7].

dLJ

RLJ

RC

dC

UJ

LJ

B

O

AC

d

L1

L2

γ1

γ2

γ3
γ4

θU

θL

Figura 5: Posição do manipulador WAM com o cotovelo para dentro, adaptado de
[7].

14



RLJ = Rc + lL cos(θL) (39)

ondelL = 0.06364m [1] é o tamanho do "ofsset" do elo, ou seja, a distância do
pontoA ao pontoLJ .

Para a posição com o cotovelo para fora tem-se que:

γ3 =
π

2
− atan2 (|a4|, d5) (40)

γ4 =
π

2
− atan2 (a3, d3) (41)

θL = π −
(π

2
− γ1

)

− γ3 (42)

θU = π −
(π

2
− γ2

)

− γ4 (43)

E para a posição com o cotovelo para dentro tem-se:

θL = γ3 −
(π

2
− γ1

)

(44)

θU = γ4 −
(π

2
− γ2

)

(45)

Deve-se observar que as possíveis posições para o pontoA descrevem uma
circunferência centrada no pontoC, com raioRC a uma distânciadC do ponto
O, e que as possíveis posições para o pontoLJ descrevem uma circunferência
centrada emCLJ , com raioRLJ a uma distânciadLJ do pontoO. Ainda, as
Figuras 3, 4 e 5 se referem a uma posição normalizada do robô sendo que o eixo
OB pode estar em qualquer orientação espacial (diferente da vertical).

As circunferências descritas pelas possíveis posições dospontosA e LJ são
paralelos e em torno do eixoOB. Pode-se parametrizar os mesmos através de seu
raioR, distânciaD ao pontoO e ânguloφ ∈ [−π, π]. Ou seja, tem-se cada ponto
sobre uma das circunferências dada por:

Cn(R, D, φ) =





R cos(φ)
R sen(φ)

D



 (46)

Assim, as possíveis posições para o pontoA na configuração normalizada são
dadas porCn(Rc, dc, φ) e as possíveis posições para o pontoLJ são dadas por
Cn(RLJ , dLJ , φ), sendo que considerando-se o fato de que o eixoOB em geral
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não está na vertical, as circunferências normalizadas precisam ser rotacionadas
para a sua posição real.

SendoRn a matriz de rotação que move a posição desejada do punho do ma-
nipulador para a posição normalizada equivalente (Figura 3), tem-se:





0
0
d



 = Rn
0P d

5org (47)

A matriz Rn é a matriz de rotação que rotaciona um ponto em torno de um
eixo arbitrário, transformando-o em outro, cujo cálculo é mostrado no apêndice
C. Assim, as possíveis posições para o pontoA são dadas por:

0A = RT
nCn(Rc, dc, φ) =





xA

yA

zA



 (48)

e as possíveis posições para o pontoLJ são dadas por:

0LJ = RT
nCn(RLJ , dLJ , φ) =





xLJ

yLJ

zLJ



 (49)

Uma vez queγ3, γ4, θL eθU foram calculados, pode-se seguir:

θ1 = atan (yLJ , xLJ) (50)

θ2 = acos

(

zLJ

d3

)

(51)

θ3 = atan2 (sen(θ3), cos(θ3)) (52)

Comsen(θ3) e cos(θ3) calculados de:





cos(θ1) cos(θ2) − sen(θ1)
sen(θ1) cos(θ2) cos(θ1)

− sen(θ2) 0





[

cos(θ3)
sen(θ3)

]

=









xLJ

yLJ

zLJ



 −





xA

yA

zA









1

a3
(53)

θ4 = (θU + θL), cotovelo para fora (54)

θ4 = (θU + θL), cotovelo para dentro (55)
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Os ângulosθ5 e θ6 podem ser calculados a partir do deslocamento da posi-
ção desejada da garra em relação a posição desejada do punho,representada no
sistema de coordenadas 4, ou seja:

4D5
garra = 4Tbase

baseP d
garra − 4Tbase

baseP d
5

= 4Rbase

(

baseP d
garra − baseP d

5

)

=









xD

yD

zD

1









(56)

E:

θ5 = atan2(yD, xD) + π, cotovelo para fora (57)

θ5 = atan2(yD, xD), cotovelo para dentro (58)

θ6 = atan2

(

zD,
√

x2
D + y2

D

)

− π

2
, cotovelo para fora (59)

θ6 = π − atan2

(

zD,
√

x2
D + y2

D

)

, cotovelo para dentro (60)

Observando que
[

xD yD zD

]T
pode ser calculado de (56). Para proceder

com o cálculo deθ7, tem-se:

baseRd
garra = baseR0

0Rd
6
6Rd

7
7Rgarra (61)

E deve-se observar quebaseRd
garra é especificado e conhecido,baseR0 e 7Rgarra

são constantes e conhecidos e0Rd
6 pode ser calculado a partir deθ1 · · · θ6 que já

foram determinados. E de (61) pode-se obter:

6Rd
7 = 6Rd

0
0Rbase

baseRd
garra

garraR7 (62)

Por outro lado, dado quea7 = α7 = 0 tem-se:

6Rd
7 =









cos(θ7) − sen(θ7) 0 0
sen(θ7) cos(θ7) 0 0

0 0 1 d7

0 0 0 1









=









r11 r12 0 0
r21 r22 0 0
0 0 1 d7

0 0 0 1









(63)

e portanto

θ7 = atan2(r21, r11) (64)
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A Relações Trigonométricas Úteis

A.1 Cosseno da Soma

cos(a ± b) = cos a cos b ∓ sen a sen b

A.2 Seno da Soma

sen(a ± b) = sen a cos b ± cos a sen b

A.3 Lei dos Cossenos

a2 = b2 + c2 − 2bc cos α
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Figura 6: Definição de ângulos e vértices para a Lei dos Senos eLei dos Cossenos.

A.4 Lei dos Senos
a

sen α
=

b

sen β
=

c

sen γ

A.5 Lei das Tangentes

a + b

a − b
=

tan
(

1
2
(α + β)

)

tan
(

1
2
(α − β)

)

B Soluções Algébricas Reduzidas a Polinômios

Seja uma equação trigonométrica na forma

a cos θ + b sen θ = c

Esta equação pode ser resolvida paraθ através das seguintes transformações
algébricas:

cos θ =
1 − u2

1 + u2
(65)

sen θ =
2u

1 + u2
(66)

tan
θ

2
= u (67)

Aplicando-se as transformações, tem-se

a
1 − u2

1 + u2
+ b

2u

1 + u2
= c
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a(1 − u2) + 2bu = c(1 + u2)

a − au2 + 2bu = c + cu2

(c + a)u2 − 2bu + (c − a) = 0

u =
2b ±

√

4b2 − 4(c + a)(c − a)

2(c + a)

u =
b ±

√
b2 − c2 + a2

c + a

θ = 2 tan−1

(

b ±
√

a2 + b2 − c2

a + c

)

C Matriz de Rotação que Relaciona Dois Pontos

SejaPn um ponto obtido a partir da rotação de um pontoP em torno de um eixo
arbitrário. Deseja-se determinarRn tal que

Pn = RnP (68)

Inicialmente, nota-se queRn não altera o módulo dos vetores que represen-
tam os pontos, portanto é conveniente continuar o desenvolvimento com vetores
unitários:

P1 =
P

|P | (69)

P2 =
Pn

|Pn|
(70)

A partir dos vetores unitários, o cosseno e o seno do ângulo derotação entre
eles pode ser obtido por:

cos(φ) = P1 ·P2 = P T
1 P2 (71)

sen(φ) = |P1 × P2| (72)
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onde · e × representam respectivamente os produtos escalar e vetorial entre os
dois vetores. Por outro lado, o eixo em torno do qual é feita a rotação pode ser
obtido por:

r =
1

sen(φ)
(P1 × P2) =





rx

ry

rz



 (73)

A partir do seno e cosseno do ângulo de rotação e do eixo de rotação é possível
obter a matriz de rotação, que tem a forma [5]:

Rn =





r2
x vers(φ) + cos(φ) rxry vers(φ) − rz sen(φ) rxrz vers(φ) + ry sen(φ)

rxry vers(φ) + rz sen(φ) r2
y vers(φ) + cos(φ) ryrz vers(φ) − rx sen(φ)

rxrz vers(φ) − ry sen(φ) ryrz vers(φ) + rx sen(φ) r2
z vers(φ) + cos(φ)





(74)
ondevers(φ) = 1 − cos(φ).
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