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Introdução

• O formalismo de Newton-Euler é baseado nas
equações de Newton e de Euler:

F = mv̇c

N =
cIω̇ + ω × cIω

• Procedimento recursivo
• Adequado para implementação computacional
• Não se tem uma expressão em forma fechada
• Não permite explorar a estrutura do modelo
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Dedução da Equação de Euler

0Ni =
d

dt

(

C0Iωi

)

onde

C0I: tensor de inércia em relação ao sistema{0}

ωi: velocidade angular do sistema{i} descrita no
sistema{0}

0Ni: torque total no centro de massa do elo{i}
expresso no sistema{0}
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Dedução da Equação de Euler
C0I =

0Ri
CiI 0RT

i

ωi =
0ωi =

0Ri
iωi

0Ni =
0Ri

iNi

0Ri
iNi =

d

dt

(

0Ri
CiI 0RT

i
0Ri

iωi

)

0Ri
iNi =

0Ri

(

CiI iω̇i

)

+
0ωi ×

0Ri

(

CiI iωi

)

iNi =
CiI iω̇i +

0ωi ×
CiI iωi
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Cálculo Aceleração Linear

AVQ =
ARB

BVQ +
A
ΩB × ARB

BQ

Portanto a aceleração será,

AV̇Q =
d

dt

(

ARB
BVQ

)

+
A
Ω̇B × ARB

BQ +

A
ΩB ×

d

dt

(

ARB
BQ

)

Por outro lado,

AVQ =
d

dt

(

ARB
BQ

)

=
ARB

BVQ +
A
ΩB × ARB

BQ
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Cálculo da Aceleração Linear
Similarmente, pode-se obter

d

dt

(

ARB
BVQ

)

=
ARB

BV̇Q +
A
ΩB × ARB

BVQ

Substituindo-se:

AV̇Q =
ARB

BV̇Q +
A
ΩB × ARB

BVQ +
A
Ω̇B × ARB

BQ +

A
ΩB ×

(

ARB
BVQ +

A
ΩB × ARB

BQ
)

ou

AV̇Q =
ARB

BV̇Q + 2
A
ΩB × ARB

BVQ +
A
Ω̇B × ARB

BQ +

A
ΩB ×

(

A
ΩB × ARB

BQ
)
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Cálculo da Aceleração Linear

Para o caso genérico, quanto o sistema {B} está se
movendo em relação ao sistema {A}:

AV̇Q =
AV̇Borg +

ARB
BV̇Q + 2

A
ΩB × ARB

BVQ +

A
Ω̇B × ARB

BQ +
A
ΩB ×

(

A
ΩB × ARB

BQ
)

QuandoBQ é constante em relação a {B}, ou seja:
BVQ = BV̇Q = 0:

AV̇Q =
AV̇Borg +

A
Ω̇B × ARB

BQ +

A
ΩB ×

(

A
ΩB × ARB

BQ
)

que é usada para calcular a aceleração linear dos elos.
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Aceleração Angular

A
ΩC =

A
ΩB +

ARB
B
ΩC

Diferenciando:

A
Ω̇C =

A
Ω̇B +

d

dt

(

ARB
B
ΩC

)

d

dt

(

ARB
B
ΩC

)

=
ARB

B
Ω̇C +

A
ΩB × ARB

B
ΩC

tem-se

A
Ω̇C =

A
Ω̇B +

ARB
B
Ω̇C +

A
ΩB × ARB

B
ΩC

que é usada para calcular a aceleração angular de elos.
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Formalismo de Newton-Euler

• procedimento iterativo para calcular os torques
nas juntas do robô

• iterações diretas e iterações reversas
• iterações diretas calculam as acelerações e

velocidades dos elos do robô a partir da base em
direção à garra. As

• iterações reversas calculam os torques da garra
para a base do robô
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Iterações Diretas
• Velocidades e Acelerações Angulares dos Elos

com Juntas Rotacionais

i−1ωi =
i−1ωi−1 +

i−1Ri−1θ̇i
i−iẐi−i

i−1ω̇i =
i−1ω̇i−1 +

i−1Ri−1θ̈i
i−iẐi−i +

i−1ωi−1 ×
i−1Ri−1θ̇i

i−iẐi−i

ou

i−1ωi =
i−1ωi−1 + θ̇i

i−iẐi−i

i−1ω̇i =
i−1ω̇i−1 + θ̈i

i−iẐi−i +
i−1ωi−1 × θ̇i

i−iẐi−i
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Iterações Diretas

• Velocidades e Acelerações Angulares dos Elos
com Juntas Rotacionais

Para obter-se uma expressão que possa ser utilizada
iterativamente, é interessante ter-seωi e ω̇i

representadas no sistema associado ao eloi. Assim,

iωi =
iRi−1

(

i−1ωi−1 + θ̇i
i−iẐi−i

)

e

iω̇i =
iRi−1

(

i−1ω̇i−1 + θ̈i
i−iẐi−i +

i−1ωi−1 × θ̇i
i−iẐi−i

)
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Iterações Diretas

• Acelerações Lineares dos Elos com Juntas
Rotacionais

i−1v̇i =
i−1v̇i−1 +

i−1ω̇i ×
iRi−1

i−1Piorg +

i−1ωi ×
(

i−1ωi ×
iRi−1

i−1Piorg

)

portanto,

iv̇i =
iRi−1

i−1v̇i−1 +
iω̇i ×

iRi−1
i−1Piorg +

iωi ×
(

iωi ×
iRi−1

i−1Piorg

)
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Iterações Diretas

• Para juntas prismáticas:

iωi =
iRi−1

i−1ωi−1

iω̇i =
iRi−1

i−1ω̇i−1

iv̇i =
iRi−1

i−1v̇i−1 +
iω̇i ×

iRi−1
i−1Piorg +

iωi ×
(

iωi ×
iRi−1

i−1Piorg

)

+

2
iωi ×

iRi−1ḋi
i−1Ẑi−1 +

iRi−1d̈i
i−1Ẑi−1
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Iterações Diretas

• é necessário ter-se a aceleração no centro de
massa do elo, e não na ponta do elo

Juntai

Juntai + 1

Elo iẐi−1

fi−1

ni−1

Ẑi

fi

ni

Fi

Ni

iv̇ci =
iv̇i +

iω̇i ×
iPci +

iωi ×
(

iωi ×
iPci

)
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Iterações Reversas

• Torques e forças nos elos

iFi = mi
iv̇ci

iNi =
ciIi

iω̇i +
iωi ×

ciIi
iωi
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Iterações Reversas
• Balanço de forças e momentos

Juntai

Juntai + 1

Elo iẐi−1

fi−1

ni−1

Ẑi

fi

ni

Fi

Ni

iFi =
iRi−1

i−1fi−1 −
ifi

iNi =
iRi−1

i−1ni−1 −
ini +

(

iPi−1 −
iPci

)

× iRi−1
i−1fi−1 +

iPci ×
ifi
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Iterações Reversas
• Portanto as forças e torques na juntai, serão:

i−1fi−1 =
i−1Ri

(

iFi +
ifi

)

i−1ni−1 =
i−1Ri

[

iNi +
ini+

+
(

iPci −
iPi−1

)

× iRi−1
i−1fi−1 −

iPci ×
ifi

]

τi =
i−1nT

i−1

i−1Ẑi−1, se a junta for rotacional, ou

Fi =
i−1fT

i−1

i−1Ẑi−1, se a junta for prismática.
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Procedimento de Newton-Euler

• Inicialização

0v̇0 =
0ω0 =

0ω̇0 = 0

n+1fn+1 = forças externas agindo na garra

n+1nn+1 = torques externos agindo na garra
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Procedimento de Newton-Euler

• Iterações diretas:i = 1, 2, . . . , n

iωi =















iRi−1

(

i−1ωi−1 + θ̇i
i−iẐi−i

)

, junta rotacional

iRi−1
i−1ωi−1 , junta prismática

iω̇i =















iRi−1

(

i−1ω̇i−1 + θ̈i
i−iẐi−i + i−1ωi−1 × θ̇i

i−iẐi−i

)

, junta rotacional

iRi−1
i−1ω̇i−1 , junta prismática
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Interações Diretas

iv̇i =



















































iRi−1
i−1v̇i−1 + iω̇i ×

iRi−1
i−1Piorg+

iωi ×
(

iωi ×
iRi−1

i−1Piorg

)

, junta rotacional

iRi−1
i−1v̇i−1 + iω̇i ×

iRi−1
i−1Piorg+

iωi ×
(

iωi ×
iRi−1

i−1Piorg

)

+2iωi ×
iRi−1ḋi

i−1Ẑi−1 + iRi−1d̈i
i−1Ẑi−1 , junta prismática

iv̇ci =
iv̇i +

iω̇i ×
iPci +

iωi ×
(

iωi ×
iPci

)
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Procedimento de Newton-Euler

• Iterações reversas:i = n, n − 1, . . . , 1

iFi = mi
iv̇ci

iNi =
ciIi

iω̇i +
iωi ×

ciIi
iωi

i−1fi−1 =
i−1Ri

(

iFi +
ifi

)

i−1ni−1 =
i−1Ri

[

iNi +
ini +

(

iPci −
iPi−1

)

× iRi−1
i−1fi−1 −

iPci ×
ifi

]

τi =















i−1nT
i−1

i−1Ẑi−1 , se a junta for rotacional, ou

i−1fT
i−1

i−1Ẑi−1 , se a junta for prismática.
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Implementação no ROS
• Biblioteca KDL, importada do OROCOS
• chainidsolver_recursive_newton_
euler.hpp

class KDL::ChainIdSolver_RNE

{

public:

ChainIdSolver_RNE(const Chain & chain,Vector grav);

int CartToJnt(const JntArray &q,const JntArray &q_dot,

const JntArray &q_dotdot,const Wrenches &f_ext,

JntArray &torques);

.

.

};
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