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Representacdo de Fourier para Sinais

A representacdo de Fourier para sinais é realizada
através da soma ponderada de fungdes senoidais complexas.
Se este sinal for aplicado a um sistema LTI, a saida do
sistema serd uma superposi¢do ponderada das respostas do
sistema a cada uma das senoides complexas que compde 0
sinal de entrada, procedimento similar aquele realizado para
somatéria ponderada dos impulsos para a integral de
convolucéo.
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Representacdo de Fourier para Sinais

O estudo de sinais e sistemas, usando representagdes
senoidais € denominado de andlise de Fourier em
homenagem a Joseph Fourier (1768-1830), por sua
contribuicdo a teoria de representacdo de funcdes através da
soma ponderada de senoides complexas.
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

A entrada de uma senoide complexa em um sistema
LTI gera, em estado estacionario, uma saida igual a entrada
senoidal multiplicada pela resposta em frequéncia do
sistema, ou seja:

yin] = H(e,'ﬁ )E/Qﬂ
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

Tal relagdo é obtida através do equacionamento da
resposta senoidal do sistema em estado estacionario. Para
isso sera avaliada a convolugdo de um sistema de tempo
discreto com a resposta ao impulso h[n] e uma entrada do
tipo senoidal complexa de amplitude unitaria x/n] = e’
dada por:

vin] =Y h[k]x[n-k]
k=—x
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

vin] =3 hfkje™

k=20

ou ainda

yln] =&’ Y hfk]e”™ = H(e™ )™

k=
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Senoides Complexas e Sistemas LTI
Consequentemente, a saida do sistema é caracterizada

por uma senoide complexa multiplicada pelo termo H¢e’™ ),
definido como resposta em frequéncia do sistema.

ejﬂn 11(8_:0 )e)!!u
|h[n]
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

Para o caso continuo obtém-se um resultado anélogo
onde

y(t)= Iir(r)e’m'”dr

yit)=e _[h(r)e""’”dr =H{ jm)e’™
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

Por definicdo

H(jw)= Ih(r)e'“”‘"dr

—a

serd denominada de resposta em frequéncia do sistema H.
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A fim de apresentar o conceito de autofuncdo sera
considerado inicialmente o problema do autovalor, em que

(Al—A)y=0

Tal identidade sera satisfeita de forma trivial, sev=0. Se a
matriz (Al — A) for ndo-singular, ou seja, se | A/ — A% 0
somente v =0 satisfaz a identidade (A/ — A )y =0 .
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Autofungdes

Para o caso relacionado com resposta em frequéncia
de um dado sistema H, w7)=¢’" sera definida como uma
autofuncdo do sistema H, pois

H{e™ }=H( jm)e'™

ouainda H{w(t)}=Ay(t)com A =H(jo) sendo A o autova-
lor associado & autofuncgéo w('z ) .
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Autofuncdes

Se | Al - A=0,ou seja, se A forumaraizde | Al —A|=0,
amatriz (Al — A) serdsingular e aequacéo (Al — A )y=0
serd satisfeita para v # 0, e neste caso

Av=Av

sendo A definido como um autovalor da matriz A associado a
um autovetor v, tal que a relagdo anterior seja satisfeita.
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Autofuncdes

e’ -H H( jo )™

wi(t) Ay(t)
H .
(y[n]) (Ayfn]) =

e [ R )e’
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Autofuncdes

Sinais que sdo autofuncdes de sistemas desempenham
um papel importante na teoria de sistemas, pois possibilitam
a representacdo de sinais arbitrarios como superposicdo
ponderada de autofungdes, transformando a operacdo de
convolucdo em multiplicacdo. Considere o sinal x(t)

M
x(t)=3 ae™ .
k=1
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Representacdo de Fourier para 4 Classes de Sinais

Propriedade Periodico | Ndo — Periodico
de Tempo
Série Transformada
Continio de de
Fourier(FS )| Fourier (FT )
FS de FT de
Discreto Tempo Tempo
Discreto Discreto o
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Admitindo que ®,/n] =&’ e ®, [n] ="

representam senoides complexas de frequéncia k3, e m€Q,
respectivamente

N-1
— J(k=mjSgn __ .
Iin=2¢ "= 20 n]0,[n]
n=t n={(N}
sendo Q, =27/N .
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Autofungdes
Se ¢’ for uma autofuncéo do sistema com autovalor

H( jo, ), entdo cada termo do sinal de entrada a,e’> pro-
duz um termo na saida a H( jo, )e’™™ sendo assim

M 7
.1)(.[) = Z(J‘kH(jmk )@Jﬂ‘! .
k=1
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Diz-se que dois sinais sdo ortogonais se seus produtos
internos forem zero. Para sinais periddicos de tempo discreto
@, [n] e ®,[n] | sinais com periodo N, sera avaliado o
produto interno definido por

]m: (I)Hr”]q):.[”]

n=(N)

sendo que * denota o complexo conjugado do sinal.

Representagéo de Fourier para Sinais 17

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Ortogonalidade de Senoides Complexas

Portanto . N, k=m
Ikm _ eﬂk—m/an — l—eﬂk m2r

1- eﬂk—m/ﬂu
J(k-m )2z

sendo ¢/ * ™" =1V k,me Z , resultando em e =

1=/ Fmi -

(supondo que k e m sejam restritos a um intervalo de N
valores consecutivos).
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Para o caso continuo tem-se uma situacdo analoga
aquela apresentada para o caso discreto, ou seja

T
I, = J‘cbk(r)d);,(r )dt
0

sendo @,(t)=e"™ e @, (t)=e™* senoides complexas
com frequéncias kw, € ma, respectivamente.
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Para 0 caso em que k #m

1

T
Ik ., :Ieﬂkw m’"{df =—
o Jlk—m)e,

e;rt;wu:.r _ 1]

sendo e’ """ =1V kmeZ,logo{,,=0Vk=m
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS
Inicia-se supondo que x(7)=%(t), OU seja

[x(t)e " dt = [ st )e "t

(T (T

Substituindo-se #(f) na expressdo anterior tem-se

[ stt)e = [ 3 ATk ] e

(T (Ty k==
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Ortogonalidade de Senoides Complexas
Sendo assim tem-se
7 .
1(—\;,, :Jeﬂk—numﬂtdf .
]
Para o caso em que k=m, resulta em

T
I, =[d=T.
]

Representagdo de Fourier para Sinais 23

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Sinais Periddicos de Tempo Continuo: A FS

Consideremos inicialmente, para representacdo de um
sinal periddico por série de Fourier, a seguinte aproximagao:

i(t)="3 Al k Je"
k=
A determinagdo dos coeficientes A[k] serd realizada
utilizando a propriedade da ortogonalidade.
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS

Ou ainda
(T k=0

-"x”)e—ﬂnwdrz EA[kj ’[ejrk—miwgfa? .
(T)

Da propriedade da ortogonalidade, resulta que

je” M =0 VkemeZ | je”’“’”“’“’dt:]",k:mez
% !

(Ty
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Sinais Periddicos de Tempo Continuo: A FS

Sendo assim

I.v(!)e Nt = Afm]T

I ’
Se de fato x(7) = %(t), os coeficientes A[m] serdo determina-
dos por

Afm] = 1lr | [ *(1)e "

(T}
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Para que a série infinita
#(1)= iAgkje"’W

k=
convirja para x(t), algumas condigdes devem ser satisfeitas.
A primeira delas estabelece que \x(.fﬁ deve ser integravel.

Ou seja, } J.‘x(f ) di <

I
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Convergéncia da Série de Fourier

A convergéncia ponto a ponto é garantida em todos o0s
valores de t, exceto naqueles que correspondem a
descontinuidades, se as condi¢cbes de Dirichlet forem
satisfeitas:

1. x(t) é limitado;

2. x(t) tem um ndimero finito de maximos e minimos
locais em um periodo;

3. x(t) tem um ndmero finito de descontinuidades
em um periodo.
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A Representacdo por Série de Fourier

x(t)="D X[kje"™

[

X[k] :; J'xme et gy

)

Em que x(t) tem periodo fundamental Te @, =27 /T,
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A Representacao por Série de Fourier
Diz-se que x(t) e X[k] sdo um par de série de Fourier,
sendo denotada esta relagdo como

FS :a,

x(t) X[k
A representacdo do sinal x(t) pelos coeficientes X[k] também
é conhecida como representacdo no dominio frequéncia,
porque cada coeficiente de Fourier estd associado a uma
senoide complexa de frequéncia diferente.
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Exemplo 3.5:

Determinar a representagdo no dominio frequéncia
para o sinal

x(t)= 3('05[51 +£)
2 4

Represente graficamente X[k] pelo seu mddulo e argumento.
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Exercicio 3.3:

Determinar a representacdo por série de Fourier para o
sinal

x(t)=2sen(2at —3 )+ sen( 6t )

Represente graficamente X[k] pelo seu mddulo e argumento.
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Exemplo 3.6:

Determine a representacdo por série de Fourier para a
onda quadrada apresentada a seguir:

x(t)
T+1, -7, I, T-T, 7
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Exercicio 3.4:

Determinar a representacdo por série de Fourier da
onda dente de serra descrita na figura a seguir.

x(1)

NN/

O N VAP A B
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Exemplo 3.8: Circuito RC
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Exemplo 3.8: Circuito RC

Determinar a representacéo por série de Fourier para a
variavel de saida y(t) do circuito RC apresentado na Figura a
seguir, supondo x(t) uma fonte de tensdo com a forma de
onda quadrada, conforme a do Exemplo 3.6, supondo a
relagdo 7 /T =0.25,com T=1se RC=0.1s.
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Sinais Periddicos de Tempo Discreto - DTFS
Se x[n] for um sinal periddico de tempo discreto de

periodo fundamental N, entdo procura-se representar este
sinal pela sua série de Fourier de tempo discreto — DTFS

i[n] =3 A[k]e"

onde Q, =27/ N éa frequéncia fundamental de x[n].
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Sinais Periodicos de Tempo Discreto - DTFS

Da mesma forma que para o caso continuo, A[K] é o
peso aplicado a k-ésima senoide complexa do somatério e o
“~” denota o valor aproximado de x[n].

O nUmero de termos e de pesos que deve ser utilizado
em cada soma € definido, tendo por base que as senoides
complexas o sdo N periédicas em k, ou seja

e_;r N+k jQqn -

JkQgn
e
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Sinais Periddicos de Tempo Discreto - DTFS

Sendo assim, ha somente N senoides complexas
distintas na forma e . Um conjunto tnico de N senoides
complexas distintas é obtido admitindo-se que a varidvel k
assuma quaisquer N valores consecutivos, portanto

X(n]= 3 Alk]e"™"

em que a notagdo & =({N) implica admitir que k varie ao
longo de quaisquer N valores consecutivos.
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Determinacgéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Pode-se entédo representar a expressdo do MSE como

MSE:% 3 [.\‘[n] ZA[k]ef"’ﬂa"].

n=(N) k=(N)

(x[ nj— ZA[mje’m'QG”]

m=(N)

Representagéo de Fourier para Sinais: DTFS 5

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Determinagéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

A expressdo do MSE pode também ser respresentada
na forma

n=(N k=(Ny

MSE:%V_ S xfn]- Y Ak je™" |

£nj
Dado um niéimero complexo z = a+ jb, tem-se

|zP=(a+jb)(a-jb)=a’ +b*
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Determinacéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

S e 112
ou ainda MSE = o ”7%\}'.:[11]\ -

- X --li/m][ L Z_\.[n/efjm_(l/n ] "

m=(N) N n=(y

- ¥ :t[/\'][l Z.\'*[n]ejkﬂ“”}+

k=(N) N uZvy

+ Yy 3 A*/mjA/kj[i, Zeﬂk_"”n””]
k=(N) m=(N) N n=(N)
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Determinacéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Definindo X /] = 1 Sx/n]e Ko g equagdo do
N

n={N)

MSE pode ser reescrita na forma:

MSE=% S x/n] -~ SA[k]X[k]+

n={Nj

Alk]]

)

—k;‘ A[ij*[kj+k;
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Determinagéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Somando e subtraindo do lado direito da equagdo o
termo LZJX [k], aexpressdo do MSE pode ser representada
como:

2
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Determinacéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Sendo assim, a dependéncia que o MSE tem dos
coeficientes desconhecidos A[k] reduz-se ao termo

Y|Ark]-X[k][
k=(N')
que é sempre ndo-negativo. Consequentemente, 0 MSE ¢

minimizado quando
Alk]=X[k]
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Determinagéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Considerando A[K]=X[k] e substituindo na expressao
do MSE resulta em

2

MS‘E=%V >ix[n]

(N

,;_»ka I

Uma vez que foi definido

X[kj:% >x[n]e”™
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Determinacgéo dos Coeficientes A[k] da DTFS

Z‘X[k]2= > 12 > Zx[n]x"[n]eﬂm—mook

k=(N¥) o N©° vy =y

A expressdo anterior pode ser reescrita, permutando-se
a ordem das somatdrias na forma:

* 1 (m-n)Qpk
> > x[n]x [n]ﬁZeJ 0
)

1
N n=(N) m=(N k=(N)

Tk =
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Determinacéo dos Coeficientes A[k] da DTFS
Da propriedade da ortogonalidade entre as senoides
Ln=m

- eym nQek
N <% 0,n+m

Concluindo que ¥ |X/k/’ =% S lx/nj|" resulta no MSE=0.
Sendo assim, os coeficientes da DTFS sao de fato obtidos
pela expressdo 1
X[k = Xx(n]e i

n=(N}) 12
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A Representacgdo de Sinais Discretos por DTFS
xfn]=Y X[k]e""
k=(N)

X[k] = $xln]e ™

Em que x[n] tem periodo fundamental Ne Q =27/N
Diz-se que x[n] e X[k] sdo um par DTFS, denotado por

x{n] -2 L X k]
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Exemplo 3.1:

Determinar a representacéo por DTFS para
x/njf =c03[%n+¢}

Represente também o espectro de magnitude e o espectro de
argumento deste sinal.

Representacéo de Fourier para Sinais: DTFS
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Exercicio 3.1:

Determine os coeficientes da DTFS para o sinal

T 37
xfnfl=1+sen —n+-—
{n (12 8]

Representacéo de Fourier para Sinais: DTFS
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Exemplo 3.2:

Determinar os coeficientes da DTFS para uma onda
quadrada com periodo N descrita na Figura abaixo.

xfn]

“NaM M M T N-M

. N =1 n
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Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Elétrica

Sinais N&o-Periddicos de Tempo Continuo - FT

A Transformada de Fourier — FT € utilizada para
representar um sinal ndo-periédico de tempo continuo como
uma superposicao de senoides complexas.

A natureza continua ndo-periédica de um sinal de
tempo implica que a superposicdo de senoides complexas

envolva um continuum de frequéncias que variam de
—o0aw
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Continuo - TF

Sendo assim, a Transformada de Fourier de um sinal
de tempo continuo envolve uma integral em frequéncia

| =
x(1)=— | X(jow)e'" da
x(1) 23_[_, (jor)e

em que .
X(jo)= [x(t)e”dr .

a0
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Sinais N&o-Peridédicos de Tempo Continuo - TF

A equacgdo de x(t) expressa que 0 sinal no tempo é a
superposicdo ponderada de senoides, cada uma com um fator
de ponderagéo (1/27)X( jw)de . Diz-se entdo que x(t) e
X(jow) s@o um par de FT, ou seja:

X(1) T

X(jm)
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Sinais N&o-Periédicos de Tempo Continuo - TF

As condigdes de convergéncia apresentadas aqui para
a Transformada de Fourier sdo similares as ja utilizadas para
a série de Fourier, ou seja, definindo %7) como

) 1 7
M) =— | X(jow)e'"deo
2}4 jo)

com x _
X(jo)= Jx(t Je ' di

Transformada de Fourier 4
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Continuo - TF

Resultara em

MSE = jx{f}—.{-{t}|‘ds

—a

igual a zero se x(t) for integravel ao quadrado, ou seja

ﬂ.\‘(!}‘:cﬁ <aw .
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Continuo - TF

A convergéncia ponto a ponto é garantida em todos 0s
valores de t, exceto naqueles correspondentes a
descontinuidades, se x(t) satisfizer as condi¢Ges de Dirichlet
para sinais ndo-periodicos, apresentadas a seguir:

Transformada de Fourier 6
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Continuo - TF

1. x(t) é absolutamente integrével:

*

]

2. x(t) deve ter um numero finito de maximos, minimos
e descontinuidades locais em qualquer intervalo
finito;

3. O tamanho de cada descontinuidade é finito.

x(1)|dlf < 0
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Exemplo 3.14:

o

X(jo)= J‘e_mu(I)e_de

—~a+joj *
[e a}mrL

®
:Je—m+jmud.r:7 .
Y a+jo

1
at jo

\X(jow)= - arg{X(jo)}= —arcrg[%}

Jot+a
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Exemplo 3.14:
Encontrara FT dosinal x(7)=e“u(t) .

A FT ndo converge para valores de a <( , uma vez que x(t) ndo seria
absolutamente integravel, ou seja

-
Ie’mdf <o |
0

Para a>0 tem-se

Transformada de Fourier
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Exemplo 3.14:
O espectro de magnitude é obtido pela equacédo

‘X(.fm)‘ =
NoT+an

e 0 espectro de argumento (ou de fase) é obtido por

argiX(jm)l= —arcrg[%} _

Transformada de Fourier
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Representacdo do sinal x(7)=e¢™u(t) no tempo

10
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Espectro de Magnitude de X(jw)

12
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Espectro de Argumento ou de Fase

ang ¥(u)
i

e [T 40 20 o 20 @0 80 80 00
tesutnes (rars) 13
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Exercicio 3.8:
Determinar a Transformada de Fourier de

af

x(t)=e“ui—t)
supondo a>0.

Transformada de Fourier 14
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Exemplo 3.15:
Considere o pulso retangular descrito na figura abaixo:
ax(r)
L-T<t<T
x(t)= -
1 0]r]|>7
Determinar a FT de x(t).
T ' T 7

Transformada de Fourier 15
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Exemplo 3.15:

Este exemplo ilustra o fato de que ao mudar T,
considerando-o menor, X(t) torna-se mais concentrado nas
proximidades da origem do sinal representado no dominio do
tempo, enquanto no dominio frequéncia o sinal torna-se
menos concentrado em torno da origem. O inverso ocorrera
nos dois dominios se T for considerado maior.

Transformada de Fourier 16
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Exemplo 3.15 — Funcéo X(jw)=2T sinc(wT/x)

[2hwsen{T)

04 L
100 80 80 40 20 0 20 48 80 80 100
frequéncia frad's)
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Exemplo 3.16:

Determinar a Transformada Inversa do espectro retangular
apresentado na figura abaixo. Com base nos resultados encontrados
faga uma andlise semelhante aquela realizada para o pulso no dominio
do tempo.

WX( jew)

- w @ 18
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Exemplos 3.17 e 3.18:
Exemplo 3.17: Determinar a Transformada de Fourier do sinal
x(t)=28(t) .

Exemplo 3.18: Determinar a Transformada Inversa de Fourier
do sinal

X(jw)=2rd(w) .

Transformada de Fourier 19
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Exercicio 3.9:

Determinar a Transformada Inversa de Fourier de

2eoso,| o |< 7
X(jo)=
0|w|>7

Transformada de Fourier
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Exercicio 3.10:

Determinar a Transformada de Fourier do sinal x(t)
apresentado na figura a seguir:

<
x(t) X(f){ t)=1

t)>1

£
0,

-

21
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

A Transformada de Fourier de Tempo Discreto serd
desenvolvida com base na Série de Fourier de Tempo
Discreto, descrevendo um sinal ndo-periodico como o limite
de um sinal periédico com periodo N aproximando-se do
infinito. Considera-se entdo que ¥/#»/ seja um sinal periodi-
co, com periodo N =2M +1 .

Transformada de Fourier 1
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X/nj
ol
—2M -1 - M 2M +1 n
x[n]

n
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

O equacionamento de x/n] é obtido entdo, iniciando-
se pela representagéo da DTFS do sinal periddico ¥/}

¥fn]= iX[k ]e‘m"”

k==M
sendo

1 M ;
Z %/ nj,e—jﬁﬁﬂﬂ

X[k]=
[k 2M +1,5=

Transformada de Fourier 5
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

O sinal ndo-periddico de duragdo finita x/»j sera en-
tdo representado na forma:

Xfnl,-M<nsM
x/nl=
0,/n|>M

Transformada de Fourier 2
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Sinais N&o-Periédicos de Tempo Discreto - DTFT
Conforme apresentado nas figuras anteriores, a medida
em que M se eleva, as réplicas periddicas de x/n/ , presentes
em x/n] , movem-se cada vez para pontos mais afastados da

origem. Finalmente, quando M — < , as réplicas s&o remo-
vidas para o infinito, logo:

x/n] :;l;ll’i‘?r X[n]

Transformada de Fourier 4
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Umavez que ¥/n/=x/n] para—M <n<M , pode-
se reescrever a equagdo anterior em termos de x/#/ , ou seja
M

1
X[k]=—"" S x/nje /o
[k 2M +1,5, [n]

o

_ —JkQgn
2M +1 ";x[n]e

umavez que x/nj=0 para |n|>M .

Transformada de Fourier 6
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Considera-se agora a fungdo continua X¢e™™ ) , cujas

amostras em Q2 séo iguais aos coeficientes da DTFS nor-
malizados por 2M +1, ou seja

o

Xce™ )= Y x[ne”™

n=—s

de formaque X[ k] = X(e™™ )/(2M +1) .

Transformada de Fourier
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

¥[n]=— ZX(e"m” )0y,
27y
Neste ponto, avalia-se a expressdo que relaciona o
sinal periédico ¥/n] , com o sinal ndo-periddico x/n/ , 0
qual deseja-se obter a representacéo, ou seja:
xfnj= lim ¥[n]
M—=

M "
= lim [L ZX(QJ»U?U ,efi!?u"_qo
M —o| 27 k=M

\

Transformada de Fourier 9
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Sendo os limites da integral avaliados observando que
lim MQ, =7 Sendo assim, expressa-se x/ ] COMO a super-

posicdo ponderada de senoides cuja ponderagdo é

1

X(e’ )de) -
2

Transformada de Fourier
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Desta forma, ¥/ 7/ pode ser reescrito como
1

M
¥/nl=— X efmo eﬂnﬂqn
[ni 2M+1L§f (e™)

Uma vez que Q, =27 /(2M +1) , 0 termo 1 pode ser
2M +1
substituido na equagao anterior por €,/ 2z , ou seja:

Transformada de Fourier
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Sinais N&o-Periédicos de Tempo Discreto - DTFT

A interpretacdo de equagdo anterior é a da soma de
valores de uma fungéo X(e’™ Je* avaliados em Q =k, ,
multiplicados pela distancia entre as amostras 2, . Esta é a
aproximacdo pela regra da soma das areas de elementos
retangulares para uma integral. Sendo Q =40, e d2=0Q, ,a
equacgdo de x/n] pode ser reescrita na forma

] = [xte™ jedey
2 -, :

Transformada de Fourier 10
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT
A representacdo por DTFT é expressa como
x[nj= 1 ]X{e’n )&’ d0
27”7,
em que

Xce )= x[nje ™

n=—o

Transformada de Fourier 12
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Diz-se entdo que X(e’”) e x/n] s&0 um par de
DTFT,

xfn] 2 x(e®)

A representacdo de x/n] foi realizada admitindo que
osinal x/n/ tenha duracéo finita. O resultado obtido pode
ser aplicdvel a sinais de duracdo infinita, considerando
condigdes sob as quais a soma infinita converge.

Transformada de Fourier 13
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT
Se x/n] é absolutamente somavel:

i‘x{n”<w

==t

Entdo X(e” Jconverge uniformemente para uma fungio
continuaem Q.

Transformada de Fourier 14

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Se x/n] nido for absolutamente somavel, mas tiver energia
finita, ou seja

o

3| xing fom

n=—o

o )
pode-se mostrar que X(¢" / converge num sentido de erro
médio quadratico, mas ndo converge ponto a ponto.

Transformada de Fourier 15
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Sinais N&o-Periédicos de Tempo Discreto - DTFT

Exemplo 3.9: Determinar a DTFT da sequéncia exponencial
xfn]=a"ufn]
Exercicio 3.5: Determine a DTFT do sinal

x[n]=2(3)"uf-n]

Transformada de Fourier 16
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Exemplo 3.10: Determinar a DTFT do pulso retangular
apresentado na figura a seguir:

x/n]
‘ [ ‘ | I X [ .
M M o oon
Transformada de Fourier 17
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Exemplo 3.11: Determinar a DTFT inversa do pulso
retangular apresentado na figura abaixo:

X(e'?)

- -M M 5 Q

Transformada de Fourier 18
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Exemplo 3.12: Determinar a DTFT dex/n] =&[n] .

Exemplo 3.13: Encontre a DTFT inversa de

X)) =46(Q), - 7<Q<7

Transformada de Fourier 19
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Sinais N&o-Periddicos de Tempo Discreto - DTFT

Exercicio 3.6: Determinar a DTFT inversa de
Xie' )=2cos(2Q) .

Exercicio 3.7: Determinar a DTFT do sinal

2".0<n<9
x(n] = g
0, caso contrario

Transformada de Fourier
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Propriedades das Representacdes de Fourier

Sinais periodicos de tempo continuo ou discreto tém
uma representacdo por série de Fourier, dada pela soma
ponderada de senoides complexas com frequéncias multiplas
inteiras da frequéncia fundamental. Desta forma, um
conjunto discreto de frequéncias estd envolvido em sua
representacao.

Propriedades das Representacdes de Fourier 1
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Periodicidade

Sinais / Continuos ~ Re presentagdo

Periodicos Discreta

Discretos

( dominio tempo ) (dominio frequéncia)

Propriedades das Representacdes de Fourier 2
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Periodicidade

Sinais nao-periédicos de tempo continuo ou de tempo
discreto envolvem a ponderagdo de senoides complexas de
um continuum de frequéncias, resultando em uma
representacdo continua de sinais no dominio frequéncia.

Propriedades das RepresentagGes de Fourier 5

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Periodicidade
Sinais Continuos ~_ Re presentagdo
Néio— Periodicos Continua

N Discretos —

( dominio tempo) ( dominio frequéncia)

Propriedades das Representagdes de Fourier 6




x(t)

=T T 7

Especim no dominio fequéneia de um pulsa retangular em tempo continuo.
2

Hlexpli{omega )

Adicionalmente, as representa¢cGes de Fourier para

Propriedades de Periodicidade das Representa¢des de Fourier

Dominio Tempo Dominio Frequéncia
Continuo Ndao-Periodico
Discreto Periodico

Periodico Discreto

Nao-Periodico Continuo

sinais de tempo discreto (DTFS e DTFT), sdo periddicas
devido a natureza N-periédica das senoides complexas de
tempo discreto. A tabela abaixo apresenta um sumario das
propriedades de periodicidade das representagdes de Fourier.

10

= 05 | ‘I
|
/ AN
05 !
5 0 5 o 5 0 s
omoga 7
Dominio N )
Periodico Ndo — Periodico
Tempo
c Série de Fourier Transformada de Fourier N
o - o .
k A
N xit)= ZXM'/EJ g ;\'rl‘,l:L jXFijej“r.'ru 0
T k=—w 2r ;
i 1 ik < .
. X(k) = [xt)e X(jo)= [x(t)edr »
o [Ep) r E
o x(t) tem periodoT, ey =27/T R
f]’ DIFS DIFT P
W1 T i P E
s xnj =3 X(k e/ inj=— J‘xm“ Jedey  w
C k=) 2z bl I
& Y[k 1 . — kg JQ ‘ - —fn 2
P X/ ]_? Z.\[u]e X )= Z,\[n]e ?
r N =y P
P x[n] e X[k] tem periodo N,y =22 /N| X(e'® ) tem periodo 2z ,E,
DISCRETO CONTINUO Dominio
Frequéncia
9
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Linearidade

Todas as quatro representagdes de Fourier satisfazem
as propriedades de linearidade:

z(t)=ax(1)+by(t) Z) Z(jo)=aX(jo)+bY(jw)
FSay
zZ(t)=ax(t)+by(t) < Z[k]=aX[k]+bY[k]

DIFT

zfn] =ax[n] +by[n] < Z(e')=aX(e® )+bY(e?)

zfn]=ax[n] +by[n] Y Zik]=aX[k]+bY[k]

1
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Linearidade

Nas representagBes anteriores, supde-se que as

Propriedades das Representagdes de Fourier

varidveis em mailsculas denotem a representagdo por
Fourier das variaveis em minusculas correspondentes. Nos
casos da FS e da DTFS admite-se que os sinais que estdo
sendo somados possuem o mesmo periodo fundamental.

12
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Exemplo 3.19:

Considerando o sinal periddico apresentado a seguir,
obter sua representagdo no dominio frequéncia:

az(t)
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Linearidade

A propriedade da linearidade também é base do
método das fracBes parciais, empregado para a obtencao da
transformada de Fourier inversa das representagdes do
dominio frequéncia X(j) , dada pela razdo de polindmios
em je , naforma

by(jo)" +.. . +b(jo)+]

X(jo)= ;
/e (j(u)‘VJraNl(j(u)"\’l+...+a,(j(a)+a0 )

Propriedades das Representacdes de Fourier 14

-1 [ 1 T
8 4
Propriedades das Representacdes de Fourier 13
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Linearidade

Apenas para ilustrar o procedimento empregado no
método das fragBes parciais, serd considerado M<N,
admitindo que as raizes do polindmio do denominador em
Jjo , representadas @, k =12,...,N , sejam todas distintas.

A funcdo racional X( j@) pode entdo ser representada
na forma:

N C‘
X(jo)=3Y —*—
- JO— Oy
Propriedades das Representacdes de Fourier 15
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Linearidade

Uma vez que
o]
e” > — Va<0
Jjo—a

) N c T . XoC,
x(t)= eMut) o X(jo)=S —%
kz,;‘ f ! ;j(ﬂ)—a’&,

Propriedades das Representacdes de Fourier 16
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Exemplo 3.20:

Determinar a transformada de Fourier inversa de X( j@) .

Jjo+1

X(jo)=——3
(jo) +5j0+6

Propriedades das RepresentagGes de Fourier 17
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Exercicio 3.11:

Utilize a expansdo em fragOes parciais e a linearidade
para determinar a transformada de Fourier inversa de

- jo

X(jo)=——7"7
(jo) +3jo+2-

Propriedades das Representagdes de Fourier 18




Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica
Linearidade
A expansdo em fragBes parciais também é empregada

para determinar a DTFT inversa de representacdes em
dominio frequéncia dada como fungBes racionais de

polindmios em e~ escritos na forma
X(e )= bye ™ +...+he’ +b,
e )= —jaN —JQIN-1) -jQ
a,e +a,_ e +...+ae " +1
Propriedades das Representacdes de Fourier 19

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

RepresentacBes desta forma ocorrem frequentemente
no estudo de sistemas descritos por meio de equagdes
lineares de diferengas com coeficientes constantes. Conforme
realizado no caso da obtengdo da transformada de Fourier
inversa, a fungdo X(e’® ) pode ser representada como

) L
X(e?)=% —*+
El—ake i
emque «;.k=12,...,N  sdoas raizes do polinémio do de-
nominador de X e’ ), supostamente distintas.

Propriedades das Representacdes de Fourier 20
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Linearidade

Sendo assim, uma vez que

DTFT 1
(a, )'ufn] <

l1-a.e™

empregando a propriedade da linearidade, implica
x/n] ::ZC,‘,(L!&)“H[H] .
k=1

Propriedades das Representacdes de Fourier 21

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Exemplo 3.21:

Determinar a DTFT inversa de Xre™ ) .

5 o
-Ze”+5
Q
X(e™ )= 6
1+7€—)£2 _ le—jn:
6
Propriedades das Representacdes de Fourier 22
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Simetria

A propriedade da simetria serd desenvolvida para a
FT, sendo que para outras trés representacdes, é obtida de
maneira analoga. Supde-se que x(7)=x"¢7,) , considera-se
entdo

X*(j(u)={jx(r)e""’dr} = 'fx*(r)e'”’dr

~

= Jx(r)e""’“”dr =X(-jo)

Propriedades das RepresentagGes de Fourier 23
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Simetria

Portanto, se x(t) for real, a parte real da transformada
apresentara simetria par, enquanto a parte imaginaria
apresentara simetria impar. Isto também implica que o
espectro de magnitude é uma fungéo par, enquanto o espectro
de fase é uma fungdo impar.

P o RelX(jo)}=ReiX(~jo)}
(jo)=X(-jo)
S (X ()} - IniX(-j)}

Propriedades das Representagdes de Fourier 24
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Simetria

Supde-se agora que x(t) seja um sinal puramente
imaginario, de forma que x(¢)=—-x"(1) .

w0

X*(j(u)=Ux(I)e"”dr} = Ix'(f)e’”dr

:—J;x(r)e’j”””dr =-X(-jw)

Propriedades das Representacdes de Fourier 25
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Simetria

Examinando as partes real e imaginéria da relagdo
X'(jo)=-X(-jw) , conclui-se que se o sinal x(t) for
puramente imaginario, a parte real da FT apresentara
simetria impar, enquanto a parte imaginéria apresentara
simetria par.

RelX(jw)}=-Re{X(—jo)}
X'(jo)=-X(-jo)
I Im{X(jo)l=Im{X(—jo)}

Propriedades das Representacdes de Fourier 26
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Deslocamento no Tempo

Admite-se que z(t) =x(t—1,) sejauma versdo deslo-
cada no tempo do sinal x(t,). Sendo assim,

Zfjm)= J;z.f'r)e”'”‘df

—an

= [x(t-1,)e " dt '

Propriedades das Representacdes de Fourier 27
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Deslocamento no Tempo

Realiza-se entdo uma mudanca de variavel, onde
r=t—t, eassim

Z(jw)= jx(z’)e”””””‘dr

s
-
=g/ J.x(r)e'””"dr

=e’™X(jw)

Propriedades das Representacdes de Fourier 28
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Deslocamento no Tempo

Resultando na seguinte concluséo:

|Z(jw) | =| X(jo)|
arglZ(jo)}=argiX( jo)}— o,

Propriedades das RepresentagGes de Fourier 29
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Propriedades de Deslocamento no Tempo das
Representagoes de Fourier

FT
x(t—t1,) e’ X(jo)
FS:ox .
x(t—t,) <> e~Ikwoto X [k]
DTFT o
x[n-n,] & e’ X(e?)

DIFS:Q,

x[n-n,] < e MY rk]

Propriedades das Representagdes de Fourier 30
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Exemplo 3.22:

Determinar a FT do pulso retangular x(7) deslocado
no tempo, representado por z(r) na figura abaixo.

1x(t) vz(t)
1 1
T T T r 0
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Exercicio 3.12:

Determinar, com base na DTFS da onda quadrada do
sinal x/#/ ,aDTFS dosinal z/#n] .

x(nf szfnj

1T AT
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Deslocamento em Frequéncia

Anélogo ao caso do deslocamento no tempo, supde-se
agora um sinal deslocado em frequéncia tal que
Zijo)=X(j(o-y))
logo | =
Zo(t)=— IZ(ja))e’“d(a
27,

v
=\ X(j(ow-y)e"do
21[ J(o—y)e
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Deslocamento em Frequéncia

Admitindo-se 7 =@ —7 tem-se.
2(t)= 1 IX(jr;)e””*:’“dn
2z -,

= Le”f jX_(_,f?] Je!"dn = e x(t)
2r '
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Deslocamento em Frequéncia

Consequentemente, um deslocamento de 7 no domi-
nio frequéncia corresponde a multiplicar o sinal no dominio
tempo por uma sendide complexa de frequéncia igual a .

Observa-se que o deslocamento em frequéncia deve
ter um valor inteiro em ambos os casos da série de Fourier.
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Propriedades de Deslocamento em Frequéncia das
Representagées de Fourier

FT
e'x(t) > X(j(o-y))
FS:an
™™ x(t) <> X[k-k,]
) DIFT )
e™xfn] & X(°T)

DIFS:Q,

e yIn] X[k — kgl

Propriedades das Representagdes de Fourier 36




Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Elétrica

Exemplo 3.23:

Determinar a FT do pulso senoidal complexo dado por

e"mr,h“ﬁﬂ'
zZ(t) = .
0, caso contrario -
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Admite-se entdo a variavel auxiliar 7 =at | logo:
17 fa)r
Z(jw)=— Ix(r)e"”‘"”"dr
a

=1X(jm],a>0
a a
Portanto, a mudanga de escala do sinal no dominio tempo

introduz uma mudanga de escala inversa na representa¢éo no

dominio frequéncia, em conjunto com uma alteracdo na
escala de amplitude.
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x(t) Ay(t)

-1 1

-

Epeciun o Foqudncias to um pulso gl 09 e 2

ESpRciiD 06 TRQuINGa 53 U PO FSLanguR 05 s 45
4 . - . :

Xt jor)
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Mudanca de Escala

Avalia-se inicialmente o efeito da mudanga de escala

na variavel transformada para o dominio frequéncia. Assim,
seja z(t)=x(at) :

*

Z(jo)= szl)e_""’dt

—a0

= Ix(ar Je ' dt
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Exemplo 3.24:
Admita que x(7) seja um pulso retangular
L|t|<1
x”):{a;|>0

Use a propriedade de mudanca de escala para obter a FT do
pulso retangular alterado na forma

Lit|<2
y(t)= .
0,[¢]>0

Propriedades das Representacdes de Fourier
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Diferenciacgéo e Integragéo

As operagdes de diferenciacdo e integragdo aplicam-se
a fungdes continuas, e serdo definidas para a classe de sinais

continuos no tempo ou em frequéncia, neste Gltimo caso com
respeito apenas & FT e a DTFT.
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Diferenciac¢do no Tempo
Considera-se a diferenciacdo no tempo de um sinal
continuo e nao-periédico x(7),

1=
x(t)=— | X(jow)e’"do .
Zfr_-[ !

Diferenciando ambos os lados da equagdo anterior com
relagdo ao tempo obtém-se

d L r. .
—x(t)=— Ijn)X(jn))e"”d(o
dt 277, :
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Diferencia¢do no Tempo

d 1 7
—x(t)=— | joX(jo)e’" do
(V= 5y Liex o

U

d y FT X
xX(t)> joX( jo)
g Al J
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Exemplo 3.25:

Obter a representacdo em frequéncia do sinal

di w
dr(e u(r,ﬂ]
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Diferenciagdo no Tempo

Se x(7) for um sinal periddico, tem-se a representacéo
por FS

x(t)=" X[k]e"™

k=t

Diferenciando esta Ultima equacdo em ambos os lados resulta
em

ixn )= jko X [k]e"
e =
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Diferencia¢do no Tempo

Sendo assim, tem-se a representacdo por série de
Fourier da derivada temporal de um sinal periédico dada por

FS:an

d .
E.\'(f} > jko,X[k]
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Exemplo 3.26:

Determine a representagdo por FS da onda triangular
apresentada a seguir:

~T/4 T/4 t
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Diferenciacdo em Frequéncia

Considera-se agora a operagdo de diferenciagdo no
dominio da frequéncia de um sinal:

X(jm)= J_\-(} Je ' dt

Resultando em

d . T - oo
—X(jw)= |- jix(t)e”"dt - i
do ) 7_[ Jix(i e I:> ﬂx.fr)Hde(j(u)
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Exercicio 3.15:

Use a propriedade da diferenciagdo em frequéncia para
determinar a Transformada de Fourier do sinal

x(t)=te"u(t)
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Integracdo e Somatorio:

A operacdo de integracdo aplica-se somente a
varidveis independentes continuas. Consequentemente, para
0 dominio tempo, esta operagdo seria aplicavel a
Transformada de Fourier - FT ou & Série de Fourier — FS.
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Integragéo:

Considera-se entdo o sinal ndo-periédico x(r) , tal que
t
y(t) :] 2(r)dr
—0C
d
o(t)=x(t
df,l() x(1)
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Integracéo:
Uma vez que
Lott) & jore
v(t) < joY(jo
d J j@)
FT
e x(1) & X(jow)

resultaria em joY(jo)=X(jo) =Y(jo)= _1 X(jw)
Jjo
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Integracdo e Somatorio:
Desta forma

i ;
/ x(r)dr v _LX(jw)
J—ca Jw

O anéalogo em tempo discreto da integracdo é o somatério, ou
seja

yin] = Sxlk]

k=
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Somatorio

O analogo em tempo discreto da diferenciacdo é a
diferenca. A operagdo de diferencga recupera x/n] de y/n],
ou seja

xfn]=v[n]-y[n-1] .
Isto resulta na propriedade da diferenga. Supondo x/n/ um
sinal ndo-periddico
DIFT B -
x¥[n] & X(e)=Y(e )-e Y ()
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Propriedades da Diferenciagao, Integragao e Somatorio Comumente Usadas

] Fr
i.\'(t} © joX(jo)
dt

d
dt
FT (1
—jtx(t) & —X(jo)

dw

FS:on
x(t) < jko,X[k]

/ /DTF[ d X o
—jnx[n] < —X(e”)
J o)
L o]
j,\-(r)dr o —X(jo)
b j@

DTFT’ X(cm)

Z'\’[k] R4 -
k= 1-e™
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Exemplo 3.28:

Determinar x(t) dado:

d e’
Xjo)=j—9——
L jdm{]+‘jm/3}
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Exercicio 3.16:
Mostrar que a DTFT de

x[njzneﬂ: 81416!»—3“[”73]

é dada por

d e—;}fn—.-?-'Si
X(jw)=j——
! jdﬂ){]—ae'j'”"‘ ¥
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Convolugéo e Modulagéo

Duas das propriedades mais importantes de
representacdes de Fourier sdo a Convolugéo e a Modulag&o.
Uma forma de Modulagdo refere-se a multiplicagdo de dois
sinais: um destes sinais muda, ou modula, a amplitude do
outro sinal. Sera apresentado que a Convolugdo no dominio
tempo sera transformada em Modulagdo no dominio
frequéncia, e vice-versa.
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Convolucdo N&o-Periddica
Considere a convolucdo de dois sinais de tempo
continuo ndo-periodicos x(7) eh(t) . Admitindo y(7) como

o0 sinal resultante da operacdo de convolucdo entre estes
sinais, ou seja:

y(t)=h(t)*x(t)

= jh(r)x(rfr)a'r
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Convolugdo Nao-Periddica

Reescrevendo x(/—7) naforma
1 % ;
Xt—-1)=— j.X(ja))e]”(”r)da)
27,

e substituindo esta expressdo na integral de convolucdo
anterior obtém-se:
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Convolugdo N&o-Periddica

o0 1 oo
y(t) = [ h(‘r);/ X (jw)e! e I dwdr

1 joe oo .
= — —JwT i jwt
21 ./—:)c /—cx_ h(r)e dr X (jw)el dw
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Convolugdo Nao-Periddica
Sendo
H(jo)= Ih(r}e"”'dr

tem-se

y(t)= 1 IH('_,i(r))X(jm)ej”dm
2r”, :
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Convolucdo N&o-Periodica
Logo, y(1) é atransformada de Fourier inversa de
H(jo)X(jo)

ou seja Y(jw)=H(jo)X(jo)

resultando em Fr
yi)eYije)

FT
h(t)*x(t) > H(jo)X(jo) -

Propriedades das Representacdes de Fourier 64

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica
Convolugdo Nao-Periddica
. 1
Exemplo 3.29: Admitindox(t)=—sen(at) e
mt

h(r)=;sen(2m‘) , determinar y(t)=x(t)* h(t) .

Exemplo 3.30: Use a propriedade da convolugéo para
determinar x(¢), em

FT 4 i
x(t)e> X(jo)=— sen"(m)
@ :
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Convolucdo N&o-Periddica
Exercicio 3.17: Dada a resposta ao impulso de um

sistema h(t)=2e *'uct) com entrada x(t) =3¢ uct) , deter-
minar a safda yiz) .

Exemplo 3.31:Considere um sinal ¥/#n/ , como sendo
um sinal x/»] , mais uma distor¢do na forma
yfn]=x[n]+ax[fn-1]]a|<]
Determinar um sistema inverso que recupere o sinal
original x/n] .
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Convolugdo Nao-Periddica

Exercicio 3.18: Considere um sistema discreto cuja
resposta ao impulso é

hin] = isen(En]
m 4 .
Determinar a saida y/n/ as entradas:

) xlw:%*“*’”{%"} e b) x/n] =%sen(%n} .
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Modulacao Nao-Periddica

Se x(t) e z(t) forem sinais ndo-periddicos, a transfor-
mada de Fourier do sinal y(t)=x(t)z(t), produto dos sinais
no tempo, sera obtida admitindo que

x_(r):iiX{ju)e”du

17 .
zZ(t)=— | Z( jn)e’"dn
) 2/77[. jnJe’dn
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Modulacao N&o-Periddica

Sendo assim, o produto y(7 )= x(t )z(t) pode ser escrito na
forma:

y(t)= % J IX('jU)Z(jry)e"’”””dr;r dv

—0 -0

Realiza-se entdo a seguinte mudanca de variaveis, 7 =@ —uv .
Reescrevendo a equacéo anterior, obtém-se
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Modulacdo Né&o-Periddica

y(t) = %% [:; /_0; X() 2 (v —w))dveltdw

Aintegral interna de v representa a convolugéo de
Z(jw) e X(jw),enquanto a integral externa esta na forma
da representacéo de Fourier para y(7), ou seja

FT ]
y(t)=x(t)z(t) < 2 X(jo)*Z(jo).
T
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Modulacéo N&o-Periddica

Similaramente, se x/n/ e z/n] forem sinais ndo perio-
dicos de tempo discreto, a DTFT do produto v/ n/ =x/n]z[n]
sera dada pela convolugdo de X(e’® ) e Z¢e™ ), levando-se
em conta a periodicidade dos sinais, portanto

DIFT ) "
vin]=x[njz[n] < Y )= 21 Xre™)@Z(e™)
v 2

Propriedades das RepresentagGes de Fourier 7

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica
Modulacéo N&o-Periddica

onde o simbolo ® denota convolugdo periddica, que deve
ser realizada ao longo de um dnico periodo do sinal, isto é:

X(e™)®Z(e™) = _[X(ef")®2(e”ﬂ’a’)d€)

{2

Uma aplicagdo da propriedade da Modulagdo €é o
ajanelamento (windowing), que corresponde a visualizar o
sinal através de uma janela.
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ax(rf)

r
N ~1
aw(it)
V(1) =x(t)w(t) %
il
A t
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Convolugdo para Sinais Periddicos

A Convolugdo periddica de dois sinais de tempo
continuo x(t) e z(t), com periodo fundamental igual a 7" ,
sera definida como

yt)=x(t)®z(t)

= J.\‘(I’)Z(I—T}dl’

Ty

onde o simbolo ® denota que a integragdo é executada ao
longo de um Unico periodo dos sinais envolvidos.

Propriedades das Representacdes de Fourier 75

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Elétrica

Modulacao Nao-Periddica

Exercicio 3.19: Utilize a propriedade da Modulagdo
para encontrar a FT do sinal

z(t) = (W—‘;)Zsinz(%)
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Convolucéo para Sinais Periodicos

O sinal resultante y(¢) também é periédico com perio-
do 7 . Consequentemente, a série de Fourier é a representa-
cdo apropriada para todos os trés sinais envolvidos, logo:

FS:2x/T
vt)=x(1)®z(t) & Y[k]=TX[k]Z[k]
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Convolugdo para Sinais Periddicos

A convolugéo periédica para sinais de tempo discreto

de duas sequéncias x/nJ e z/n] com periodo N é definida
como

vin]=x[n]®z[n]
= Z}(:{_‘“x[ka[ n—-kj -

O sinal resultante y/n/ tem periodo N , de forma que a re-
presentacéo apropriada de todos os trés sinais é dada por

yin]=x[n]®z[n] <& Y[k]=NX[k]Z[k] n
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Modulacéo para Sinais Periddicos
A propriedade da Modulagdo para sinais periddicos é
analoga a de sinais ndo-periodicos, ou seja, a multiplicagdo
de sinais no tempo corresponde a convolugdo das
representagfes dos sinais em frequéncia. Para sinais de
tempo continuo tem-se

Y1) =x()z(t) > Y[k]=X[k]*Z[k]
onde
X[k]*Z[k] =S X[m]Z[k-m]

m=-on

78
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Modulacao para Sinais Periodicos

¢ a convolugdo ndo-periddica dos coeficientes da FS. Todos
0s trés sinais no dominio tempo tem o mesmo periodo
fundamental 7. Em tempo discreto

DIFS:2z/N

yvin]=xfn]z[n] < Y[k]=X[k]®Z[k]
EMAUe k] @zfk]= Y X[m]Z[k-m]

m=({N}
¢ a convolucdo periddica dos coeficientes da DTFS.
Novamente, todos os trés sinais tém periodo fundamental & .
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Convolucéo para Sinais Periodicos
Exemplo 3.33: Avalie a convolugdo periddica do sinal
senoidal x(7)=2cos(2xt )+ sen(4m ) com uma onda quadra-
da z(t) , de periodo igual a 7" = s, apresentada na figura a
seguir:
z(t)

1 -

-1/2 1/2
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Convolucéo e Modulagéo

Exemplo 3.34: Determinar a transformada de Fourier
do sinal:

x(t)= ;; e u(t)* (e u(r-2)))

Exercicio 3.20: Determinar x/n/ dado

X(e® )= e of sen21Q/2)
1+1/ 27 sen(Q/2) )
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Propriedades da Convelugdo e Modulagao

Convelugdo Modulagdao

T | .
x(t)*z(t) > X(jo)Z( jo) xrf)zr.')<—>2 Xtjw)*Z( jo)
kg

FS:an, FS:ay
1)®z(1) & TX[k]Z[k]  x(t)z(1) © X[k]*Z[k]

DTFT

DIFT ) 1
x[nl*z[n] & X(e)Z(e™) x[n]z[n] < 2—X_re‘“;®Zre’“J
g

DIFS:£) DIFs: £y

x/n]@zfn] (—>a.’\")(;’k;'2!k/ x/njzfn] < X[k]®Z[k]
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Relacoes de Parseval

As relagdes de Parseval afirmam que a energia ou
poténcia na representacdo de dominio tempo de um sinal é
igual & representacéo de energia ou poténcia do mesmo sinal
no dominio frequéncia. O resultado serd apresentado para a
FT, seguindo o mesmo procedimento para as outras trés
representacdes.
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Relac¢des de Parseval

A energia para um sinal ndo-periddico de tempo
continuo é:

E, = [|x(1)F d

Uma vez que x(t) pode ser complexo, | x(1) = x(t)x"(t) ,
sendo x'(7)  expresso em fungdo da representacdo por FT
como |
X(t)=— [ X (jo)edo
2x _'[ / .

84
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Relagdes de Parseval
- s 7
E =|x(t)— | X (jo)e’'"do di
x I\ )27: J; jo e

ou ainda

0

| - s
E=—\|X(jw) (t)e”’™dt + dew
. 27r;[ j ){j-x Je }

Xijo)

resultando em 1= R
E, =—I|X(j(f))\‘ dw

2r -, ’
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Relacdes de Parseval
Sendo assim, a representacdo de energia no dominio

tempo é igual & representagdo de energia no dominio
frequéncia normalizada por 27 , ou seja:

o *
, 1 o,

[1x(0)F dt=— [ X(jo)[ do

. 27 7,
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Relagdes de Parseval para as Quatro Representagoes de Fourier

FT 7]:\.\—”)\2 cfrzii]i\X(jo)le do
FS %j\m;ra&: S| X[k]F
¢ k=
DTFT Z |x/n] = ﬁ.{';l:X(eﬂg I d
DITFS i} S5 =Y, X[k
Propriedads ds Represetacss e Fourier .
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Relacdes de Parseval

Exemplo 3.35: Utilizar as relacbes de Parseval para

avaliar ) )
=, sen (Wn)

= ntnt
Exercicio 3.21: Utilize as relagbes de Parseval para
avaliar

T2
= | ——do
4 '[| Jo+2| .

—
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Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI

A resposta em frequéncia de um sistema LTI fornece a
caracterizagdo intuitiva do comportamento entrada-saida do
sistema. Isto ocorre porque a convolugdo no dominio tempo
transforma-se em multiplicagdo no dominio frequéncia.
Sendo assim, a saida do sistema representada no dominio
frequéncia é obtida multiplicando-se a representagcdo em
frequéncia do sinal de entrada pela resposta em frequéncia do
sistema.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 1

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Resposta ao Impulso

Conforme visto anteriormente, a resposta ao impulso e
a resposta em frequéncia de um sistema continuo ou discreto
constituem um par FT ou DTFT, respectivamente:

FT
hit) <> H(jw)

DIFT .
hin] < H(e™)

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 2
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Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI

Para que as duas representagBes sejam possiveis, as
condicOes de Dirichlet devem ser satisfeitas, especificamente
aquela condicdo em que

[1h(t)) di <
caracterizando a resposta ao impulso do sistema de tempo
continuo como absolutamente integravel.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 3
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Resposta ao Impulso

De forma anéloga, para o caso de tempo discreto, a
condigdo a ser satisfeita é

o

S| hfn]|<®

A==
que caracteriza a resposta ao impulso do sistema como sendo
absolutamente somével. Para ambos 0s casos, constata-se
que a obtencdo da resposta em frequéncia somente sera
possivel se o sistema de interesse for ESTAVEL.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 4
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Sendo assim, para 0 caso de sistemas de tempo
continuo tem-se a seguinte representacéo:

x(t) J,‘([) _ -
h(t) v(t)= |hit)x(t—1)dr
I

X(jow) R Y(jw) . . .
: H(jw) Yijo)=H(jo)X(jo
J j@) Jjo)X(jo)

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 5
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Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI
Ou ainda

Fr
v(t)=x(t)*h(t) > Y(jo)=H(jo)X(jo)
para o caso de tempo continuo, e

DIFT . .
vin]=x[n]*hfn] < Y )=Hie™ )X(e™)
para o caso de tempo discreto.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 6
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Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI

A multiplicacdo entre as representacdes do sinal e do
sistema no dominio frequéncia auxilia no entendimento do
processo de filtragem, ou seja, o sistema pode apresentar
diferentes ponderagbes ao sinal de entrada em funcdo da
frequéncia.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 7
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Filtro Passa-Baixas: Neste caso, 0 sistema atenua as
frequéncias altas do sinal de entrada, deixando passar apenas
as componentes de frequéncias mais baixas.

Filtro Passa-Altas: Neste caso, o sistema atenua as
frequéncias baixas do sinal de entrada, deixando passar
apenas as componentes de frequéncias mais altas.

Filtro Passa-Faixa: Neste caso, o sistema deixa
passar sinais dentro de uma faixa de frequéncias, atenuando
as componentes do sinal fora desta faixa.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 8

Caso continuo, resposta em frequéncia de filtros ideais.

‘Hf jw)
) 1
Passa-Baixas
w ) W @
‘Hf jw)
[1
Passa-Altas
—W w >
H( jo)
._1 _______
Passa-Faixa
-W, -W W, W, @ 9

Caso discreto, resposta em frequéncia de filtros ideais.

Hie'?)
. 1
Passa-Baixas ‘
i I 7 3 Y]
Hijw)
o 1
Passa-Altas
—2r P [ T p¥ 3 &
Hijw)
_ 1
Passa-Faixa (
-T -, - " W, w @ 10
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Para 0 caso de tempo discreto, a caracterizacdo do filtro
ocorrera para a faixa de frequéncia — 77 < (Q < 7 , confor-
me apresentado na figura anterior.

Ainda para o caso dos filtros, s@o definidos os seguintes
termos:

Faixa de passagem: Intervalo de frequéncias que o
filtro (sistema) permite que passe e estejam presentes no sinal
de saida.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 11
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Faixa de Rejeicdo: Intervalo de frequéncias que s&o
atenuadas pelo filtro (sistema).

Faixa de Transicdo: Diferentemente dos filtros ideais,
entre as faixas de passagem e de rejei¢do existe um intervalo
intermediario de frequéncias que compde a faixa de
frequéncias de transigéo.

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 12
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Exemplo 4.1:

Obter a resposta em frequéncia do circuito RC
apresentado a seguir:

i)
+
R
x(t) C y(t)
Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 13

Diagrama de Magnitude

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 14

Diagrama de Fase

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 15
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Utilizando a propriedade da convolugdo no tempo e
sua representacdo equivalente no dominio frequéncia tem-se

FT
yt)=x(t)*h(t) e Y(jo)=H(jo)X(jo)

sendo entdo H( j@) também determinado na forma

. Y(jo
Hijo)= J - ).
Xijo)
Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 16
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O mesmo ocorrendo para o caso de tempo discreto, ou
seja

DTFT ) i
vin]=x{n]*hfn] < Y™ )=H(e™ )X(e™)

sendo entdo H(e’? ) também determinado na forma

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 17
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Exemplo 4.2:

Dado x(t)=e " u(t) € y(t)=e u(t) determinar a resposta
em frequéncia e a resposta ao impulso do sistema resultante:

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 18
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Descrigdes por Equacfes Diferenciais e de Diferencas

A representacdo por equagBes diferenciais de um
sistema LTI pode ser realizada na forma:

Zaﬁd“(u Zb r(f)

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 19
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Desta forma, a resposta em frequéncia do sistema H¢ ja)
pode ser escrita como

M
b( jo)f
tjo) B
Hijo)= X”‘“’) =
(jw) za;(ja’)k
k=0
Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 21
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Pode-se reescrever a equacdo de diferencas com a sua
representacdo no dominio frequéncia como

N M
> ae Y ()= he X ()

k=0 k=0
obtendo, a partir desta relagao, a funcéo H(e'

M
) b,’iﬂml
¥(e®) § €

H(e™ )=
X( Jn) Zae JkQ

23
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Utilizando a propriedade de diferenciacdo e sua
representacdo no dominio frequéncia tem-se:

d FT
glt) e jo Gl jo)

i dt
Dai .
ZCIA 1(.‘) <—>Za (jo)Y(jo)
dt* k=0
FT M
€ Zb ,(A(U(—)Zak(j(u) Xjw)
k=0
Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 20
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De forma semelhante pode-se obter a fungdo de
resposta em frequéncia para sistemas de tempo discreto, ou
seja:

N M
Zak}'[n—kj = Zbkx[n—kj
k=0 k=0
Uma vez que pela propriedade do deslocamento no tempo

FT
gln—kj] e Ge™)

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 22
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Exemplo 4.3:

Determinar a resposta em frequéncia e a resposta ao

impulso do sistema descrito pela seguinte equacdo
diferencial:

d’ d d
SY(E)+3—y(t)+2y(t)=2—x(t)+x(t)
7 y(t) dl )+2y(t) = d\ x

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 24
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Exercicio 4.1:

Determinar a resposta em frequéncia e a resposta ao
impulso do sistema descrito pela seguinte equagdo de
diferencas:

6y[n] + 5y[n — 1] 4+ y[n — 2] = 18x[n] 4+ 8z[n — 1]

Resposta em Frequéncia de Sistemas LTI 25




31/07/2013

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Elétrica

Diagramas de Bode
« Introdugdo
- Diagramas de Bode
- Escala Logaritmica de Amplitude
« Escala Logaritmica de Frequéncia

« Andlise dos Termos das Fungdes de Resposta
em Frequéncia

= Composigdo do Diagrama de Bode

Diagramas de Bode

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Elétrica

Diagramas de Bode
Introduzido em 1940
H.W. Bode

Anédlise de Amplificadores Eletrdnicos
- Andlise de sistemas de diferentes naturezas
» Termos de primeira e segunda ordem
« Tragado rapido e manual
- Curvas de Magnitude [H(jo)| e fase de H(jm)

Diagramas de Bode

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Obtencéo do Diagrama de Bode:

Regime Permanente Senoidal

Curva de Magnitude de H(jw)
« Tragada em funcéo da frequéncia escala log-log

Curva de Fase de H(jw)
= Tragada em funcéo da frequéncia escala linear-log

Diagramas de Bode
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Escala Logaritmica de Amplitude

Eixo das ordenadas em Decibeis
« Alexander Graham Bell
- Relacéo de dois niveis de poténcia
« Elementos Dissipativos
« Relacédo quadratica entre as variaveis e os elementos

Diagramas de Bode
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Exemplo:
100 rad/s
« 2 oitavas (22) acima de 25 rad/s
100 rad/s
» 3 décadas abaixo (10-3) de 100.000 rad/s

Diagramas de Bode
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x(t) yit)

h(t)
[
x(t)=Asen(at) V(t)=Bsen(ort+¢)

X(j Yij
(jo) Hijo) (je)
B=A|H(jow)|
¢ =arg{H (jw)}

Diagramas de Bode
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Razéao Entre Amplitudes:
+ Amplitude do Sinal de Saida - | Y(jw) |
¢ Amplitude do Sinal de Entrada - | X(jo) |

. Yijow)
201 H(jow)|=201 —
ogy | H( jo)| ogm( ¥ (jw).]

Diagramas de Bode 7
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Exemplo de um Diagrama de Bode:

Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (4B)

Frequency (radisec)

Diagramas de Bode
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- 0+

Exemplo: H(jo)= {(0 z
+p

|H(jo)l= 22

@+ pT

¢=amn(g)—atan(9]
z r
Diagramas de Bode 9

Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Exemplo - Representacdo Gréfica
Im

jo

Diagramas de Bode
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Caso em que as raizes do numerador e do denominador de £ ( j&@ )
S0 reais e negativas.
m
Iz} +o?
\H(jo)|=|K |2
f 2 )
H«J'P; +
A
m ‘:_’—2 n l.)—.)
20logyg | H( jo)|=20] log | K |+X logyg-)z; + @ — 3 logyg | p; + "
i=1 J=1

m "
PH( jo)) = Zaran[wa Zm‘an{ o J
p P,

i=1 J=1

“i

Prase (gl Magniude (08)
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H(j(u)=k"fm+z, k=2
jo+p z

Bode Diagrams

Bode Diagams

g i £

Frequency (adisec) Froquncy o)

Diagramas de Bode
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Resposta em Frequéncia

A forma mais comum de representagdo da resposta em
frequéncia de um sistema é dada por uma funcéo
racional em jw, na forma

X(jw) = bm(jW).“” + b:‘.l—l(j’»’-‘)r‘lmf_l + ...+ brjw + b
Gu)N +ay_ 1)V + . +ajw+ag

Hi;l(?w - z1)

1_[;1\=1(1‘w —PE)

K

Diagrama de Bode 13
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Resposta em Frequéncia

* 7, 580 as raizes do polindmio do numerador, denomina-
dos de zeros finitos de X(jw).

* py S8 as raizes do polindmio do denominador de X(jw),
e séo definidos como sendo os polos de X(jw).

« a diferenca entre os graus dos polindmios do denomina-
dor e do numerador, N-M, é definido como sendo o

grau relativo de X(jw).

Diagrama de Bode 14
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Diagrama de Polos e Zeros

Jje
o]
X
HK—0O Fay -
a
X
o]
Diagrama de Bode 15
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Andlise dos Termos da Resposta em Frequéncia

Hijo)=K, (jj(!)fu +])(‘f,“”u +])---(7;‘mrh" +1)
(jor, +1)(jor, +1)-(jor, +1)

Uma vez que

logso[A . B] = logyo[A] + logye[B]

pode-se avaliar o efeito de cada um dos termos individualmente.

Diagramas de Bode 16
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Primeira Classe de Termos

K,(jo)

20/0g, K, (joY |=20log,, K, +20ylog,|jo|

Diagramas de Bode 17
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Primeira Classe de Termos K,(j®)

Magtuse e gur"

magntuse
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Segunda Classe de Termos

(jor +1)"
or <<, jor+1=1

or>>1jor+1=jor

Diagramas de Bode
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Segunda Classe de Termos (jeor +1)*

magntude (3B

e 20
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Segunda Classe de Termos — Curva de Fase

100

%

H(jo)=10jo+1

Fase (graus

21
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Exercicio: Mostrar que para esta classe de termos

= No ponto de intersecdo das assintotas de baixa e alta frequéncias,
assintotas diferem da curva real de magnitude em 3.0 dB, para o caso de
termos do numerador e em -3.0 dB para o caso de termos do
denominador.

= A curva assintdtica tem contribuicdo de fase de 45° na frequéncia de cada
raiz do numerador e de —45° na frequéncia de cada raiz do denominador,
isto é, quando W7 =1

= Ascurvas real e assintotica diferem de +11°e —11°para cor = (.2 e
@7 =5, no caso de termos do denominador.

= Frequéncias uma década abaixo do ponto de quebra praticamente néo
exercem influéncia nas curvas de magnitude e fase.

Diagramas de Bode 22
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Terceira Classe de Termos

[(j—“’)2 + Qai—j + 1} -

Wn,

2
“n

(jw)? + 28wn(jw) + w?

H(juw) =

Diagramas de Bode
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Caracteristicas de Magnitude e de Fase

w << wp

w\E2
w>>wn , H(jw)= (.77)
Wn

H(jw) =1
42 x 20log (_}%)
+2 x 90°

Diagramas de Bode 24
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) [r—
0 Exercicio 1: Considere um sistema com a seguinte resposta em
: S frequéncia, com 0 < & <1
510/
\ 2
" % W,
= H(jw) = :
© . . .
" (jw)? + 26wn(jw) + wi
Fase
: e Obter as equacdes de magnitude e fase, justificando as curvas
g apresentadas anteriormente.
_E. 100 \‘Y\
150 ezl
o 10 10
e 25 Diagramas de Bode 26
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Bode Dagram

Exercicio 2: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

Hijow)= 100 \
’ Jjo+10

Frequency (rad/sec)

Diagramas de Bode 27 Diagramas de Bode 28
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Bode Diagram

Exercicio 3: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema com a g
seguinte resposta em frequéncia. )

. i@ +100
H(jw)= J -
jo+10 g
10 10° 10! 10° 10°
Frequency (radisec)
Diagramas de Bode 29 Diagramas de Bode 30
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Bode Diagram

Exercicio 4: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode assintético e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

H(jo)= . 100 -
(jo) +5 jo)+100 .

Phase (deg)
T

10" 10 10! 10 10
Frequency (rad/sec)

Diagramas de Bode 32

Diagramas de Bode 31
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Exercicio 5: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

Para todos os exercicios apresentados a seguir, determinar o

ganho DC, grau relativo e a expressdo do sinal de saida y(t), em

regime permanente de operagao, considerando como sinal de

entrada do sistema

x(t) =10 sen( 20t ) +5 cos(100t + *) H(j(u):w
2 (jo+1)( jo+100)

33 Diagramas de Bode 34

Diagramas de Bode
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Bode Diagram

o Exercicio 6: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
o os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

H(jo)= 1200( jor+120)
: aiiiisa [(jw)?+10jw+100]( jw+600)

R

10 10 10 10

10 10 10
Frequency (radsec)

36
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Exercicio 7: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema com a
resposta em frequéncia abaixo. Para este sistema, determine o
sinal de entrada na forma  X(t)=Asen(wt) admitindo que o
sinal de saida em regime permanente de operagéo é dado por

yn):lO%nUm—%)

_ 1200 e71%% ( jw+120)
[(jo)®+10jw+100]( j+600)

H(jo)

Diagramas de Bode 38
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10° 10
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Exercicio 8: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode, assintdtico e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

1200( jew—120)
[(j@)?+10jw+100]( jo+600)

H(jo)=

Diagramas de Bode 40

Magnitude (dB)

Phase (deg)

T
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Bode Diagram

50| \

100 o
Diagramas de Bode
qliency (radisec)
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Exercicio 9: Obtenha as equacdes de magnitude e de fase e trace
os diagramas de Bode, assintdtico e real para um sistema com a
seguinte resposta em frequéncia.

10

H(jo)=
()= 1 o +105j0+500] jo

Diagramas de Bode 42
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Bode Diagram

56 ==Ll
100 \

1 il

10 10 10" 10° 10
Frequency (radlsec)
Diagramas de Bode
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Exercicio 10: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e
trace os diagramas de Bode assintético e real para um sistema
com a seguinte resposta em frequéncia.

10jw
(jo)?+105jw+500

H(jo)=

Diagramas de Bode
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Bode Diagram
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Diagramas de Bode
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Exercicio 11: Obtenha as equagdes de magnitude e de fase e
trace os diagramas de Bode assint6tico e real para um sistema
com a seguinte resposta em frequéncia.

(jo)’ +4jw+100
(jw)?+80 jw+4000

H(jw)=

Diagramas de Bode
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Bode Diagram
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Exercicio 12: Obtenha as equacOes de magnitude e de fase e
trace os diagramas de Bode, assintético e real para um sistema
com a seguinte resposta em frequéncia.

1, 1.
—(jo) +=jo+l

H( o) 4000 2 50
Lo+t
1004 19) T o5 Jet

Diagramas de Bode
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

L LA

Frequency (radisec)

Diagramas de Bode
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Exercicio 13: Para os sistemas representados pelos diagramas de
Bode apresentados a seguir, determinar suas respectivas funcoes
resposta em frequéncia, justificando a escolha de cada um dos

termos que as compde.

Diagramas de Bode
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Phase (deg); Magnitude (dB)
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Bode Diagrams
o
50
-10
20(
50 T T
100
50
0 T -
10 10" 10 10

Frequency (rad/sec)
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Bode Diagrams:

Phase (deg); Magnituds (48)

Frequency (radisec)
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Amostragem

«Representacdo com FT para Sinais Periodicos
«Relacionando a FT com a FS

=Amostragem

«=Amostrando Sinais de Tempo Continuo

Amostragem 1
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Representacdo com FT para Sinais Periodicos

A representacéo de sinais periédicos no dominio frequéncia
foi realizada empregando a FS e a DTFS, pois nem a FT
nem a DTFT convergem para sinais periédicos. Porém, ao
incorporar impulsos na FT e DTFT de maneira apropriada,
pode-se obter representages destas transformadas para
sinais periodicos.

Amostragem 2
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Relacionando a FT com a FS
A representacdo de um sinal periodico x(f) por FS é

«
x(t)= Y X[k
k=—m
onde @ é a frequéncia fundamental do sinal x(7) . Observa-
se também que a FT inversa de um impulso deslocado em
frequéncia, o(@—key) , € uma senoide complexa com fre-
quéncia ke, , ou seja

Amostragem 3
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Relacionando a FT com a FS

1 Jkegt # A
—e o d(w—kay)
Desta forma, empregando a propriedade da linearidade da
FT, obtém-se a representagdo em frequéncia do sinal x()
na forma
o0 . FT o0
x(t)= S X[k]e™ & X(jo)=21 3 X[k]5(w—koy)
k=—= k=—=

Amostragem 4
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Relacionando a FT com a FS

Sendo assim, a transformada de Fourier de um sinal
periédico é uma série de impulsos espacados pela frequéncia
fundamental e, do sinal. O k-ésimo impulso tem intensida-
de 27 X[k] ,emque X/ k] é ok-ésimo coeficiente de Fou-
rier do sinal.

Amostragem 5
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Relacionando a FT com a FS

Exemplo 4.6: Determinar a representagdo por FT do sinal

x(t)=cos gt .

Amostragem 6
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Relacionando a FT com a FS

Exemplo 4.7: Determinar a FT do trem de impulsos

p(t)= > 6(t-nl,)

A=—u0

Amostragem 7
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Relacionando a FT com a FS

Exercicio 4.4: Determinar a representacdo por FT para a
onda quadrada periddica descrita na figura abaixo:

x(1)

1ol

Amostragem 8
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Amostragem

A representacdo por FT de sinais de tempo discreto
serd utilizada para analisar o efeito de amostrar
uniformemente um sinal. A operagdo de amostragem gera
um sinal de tempo discreto a partir de um sinal de tempo
continuo. A amostragem de sinais de tempo continuo muitas
vezes € executada para manipular o sinal com um
computador ou microprocessador, comuns em sistemas de
comunicagéo, controle e processamento de sinais.

Amostragem 9

Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Amostrando Sinais de Tempo Continuo

Seja x(t) um sinal de tempo continuo. Define-se x/#] como
um sinal de tempo discreto cujos valores sdo iguais aos do
sinal x(f) nas amostras em intervalos multiplos inteiros de 7
ou seja, ¥/n/ =x[nT, ] . O sinal de tempo continuo relacio-
nado a cada uma das amostras x/n/ pode ser escrito na
forma:

xy(t)= Y x[n]S(t—nT)

Amostragem 10
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Amostrando Sinais de Tempo Continuo

ou ainda x;(1)= Zx(nj';)ﬁ(z—n'l;_; .

n=—

Uma vez que x(1)8(t —nT, )= x(nT )5(t - nT, ) , tem-se

x;(t)=x(1)p(t)
com
plt)= Zr}?(.f—fﬂ;)

n=—it

Amostragem 1
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Amostrando Sinais de Tempo Continuo

Ou seja, representa-se matematicamente o sinal amostrado
através do produto do sinal de tempo continuo original por
um trem de impulsos. Assim,

X{,-_(jm):zl/‘((jm)*.p(jm)
T

ou ainda

2r &

— N d(o-ko

T, A-;. /.

Amostragem 12

Xﬁj(a}:LX(j(a}*
2r
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Amostrando Sinais de Tempo Continuo

onde @, = 27 /T, é a frequéncia em que o sinal é amostrado.
A convolugéo de X( j@) com cada um dos impulsos deslo-
cados resultara em

l e
Xy(jo)= 7 SN X(jlo-kae,))

5 k=

que é a soma infinita de versdes deslocadas da FT do sinal
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Amostrando Sinais de Tempo Continuo

Se @, ndo for suficientemente grande em comparacéo com a
extensdo do espectro de X j@) , podera haver uma sobre-
posigao dos espectros das versdes deslocadas de X1 ja) .

A figura a seguir ilustra o efeito da amostragem
considerando diferentes valores de @, . Assume-se que 0
espectro X( je) se situa dentro da faixa de frequéncias

original, espagadas de e, . “W<a <W
Amostragem 13 Amostragem 14
X( jear)
! Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
_s N, Departamento de Engenharia Elétrica
— ¥ W @
Xyl jors oy = 3 ..
o Aliasing
k=-1 k=0 k=1
. A superposicdo das réplicas deslocadas do espectro
— - w s @ " 7 - . .
sl jo) oy <2 original é denominada de aliasing, que se refere ao
11, fendmeno de um componente de alta frequéncia assumir a
k=1 k=0 k=1 identidade de um de baixa frequéncia. Nestes casos, 0
S ¥ . 5 espectro do sinal amostrado deixa de ter uma
Xl jo) oy =2 correspondéncia biunivoca com o sinal original, ndo sendo
11 ) ossivel reconstruir de forma Unica o sinal de tempo
k=-1 k=0 k=1 p ’ . . p
i _ i _ continuo original.
o ”’f ;n - - 15 Amostragem 16
- JQ
Sistemas e Sinais x(e
Universidade Federal do Rio Grande do Sul i 14T .
Departamento de Engenharia Elétrica W I" 2 Wizm
— \ | —
Aliasing “3r  -Ir 7 G 2z 3T 0
Evita-se o fendmeno do aliasing escolhendo um Xre?)
intervalo de amostragem 7; de forma que @, > 2 , em que 1/,
W representa a componente de frequéncia mais elevada do
sinal, ou seja, satisfazendo a condigdo 7% <7 /W
ADTFT do sinal amostrado € obtida de X 5( j@) oo o7 e ra
usando-se a relagdo Q= T, , ou seja, 131 ;e )
FT . *
x[n] & X(e)= Xs(jo) g7 NN N
Esta mudanga de escala da variavel independente implica F 7 b o)

@ = corresponder a Q=2r. v

18
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Amostrando Sinais de Tempo Continuo

Exemplo 4.13: Considere o efeito de extrair amostras do

sinal senoidal
x(t)=cos(at)

Determinar a FT do sinal amostrado para os seguintes
periodos de amostragem:

(a)l, =1/4s,(b)I,=1s,(c)I,=3/2s

Amostragem 19
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Reconstrucdo de Sinais de Tempo Continuo

= Teorema da Amostragem

=Reconstrucéo ldeal

=Reconstrugdo Pratica — Retentor de Ordem Zero
«Filtro Anti-lmagem

Reconstrugo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 1
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Reconstrucéo de Sinais de Tempo Continuo

O problema de se reconstruir um sinal de tempo continuo
a partir de amostras envolve uma combinacéo de sinais de
tempo continuo e discreto. Um sistema que executa esta
operagdo tem um sinal de entrada de tempo discreto e um
sinal de saida de tempo continuo.

xfnf Sistema de X(1)
LIAE N L —
Reconstrugao

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 2
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Teorema da Amostragem

Amostras de um sinal nem sempre determinam de maneira
Unica o sinal de tempo continuo correspondente.

x(t)

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 3
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Teorema da Amostragem

Apenas com o conhecimento das amostras de um sinal néo

é possivel determinar o comportamento do sinal entre as
amostras. Uma forma de minimizar este problema ocorre
guando o sinal a ser amostrado apresenta transi¢des suaves
entre as amostras. A “suavidade”, ou taxa com o qual o sinal
no dominio do tempo varia esta diretamente relacionada com
a frequéncia maxima presente no sinal.

Reconstrugo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 4
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Teorema da Amostragem

Para reconstruir de maneira Unica um sinal de tempo
continuo a partir de suas amostras, deve haver uma cor-
respondéncia Unica entre as FTs do sinal de tempo conti-
nuo e o sinal amostrado. Estas FTs se relacionam de for-
ma Unica se 0 processo de amostragem nao introduzir
“aliasing”. Tal exigéncia ¢ formalmente estabelecida da
seguinte maneira:

ReconstrugAo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 5
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Teorema da Amostragem

FT
Teorema da Amostragem: Admite-se que x(t) <> X( jw)
represente um sinal de faixa limitada, de forma que
X(jo)=0paral @|>0,  Sew, >2m,  emque
o, =27/T, e ®, é amaxima frequéncia presente no sinal,
entdo x(¢) é determinado de maneira Unica por suas amos-
trasx(nl,) ,n=0+1+2....

Reconstrugio de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 6
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Teorema da Amostragem

A frequéncia minima de amostragem, @, > 2@, , é muitas
vezes denominada de taxa de amostragem de Nyquist. Em
muitas situagOes é conveniente expressar a frequéncia de
amostragem em Hertz. Assim /= @, /27 e f; > 2/,
satisfazem o teorema da amostragem, sendo que ./, =1/ .

Reconstrugo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 7
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Teorema da Amostragem

Exemplo 4.14: Dadox(1) = sen( 10zt )/ mt , determinar
0 méximo valor de 7, de forma que x(7) seja represen-
tado de maneira Unica pela sequéncia de tempo discreto
xfnf=x(nl,).

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 8
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Teorema da Amostragem

Exercicio 4.12: Determinar as condi¢des no intervalo
T, de forma que o sinal

x(t)=cos(2nt )sen(nt )/ at +3sen( 6at )sen( 2t )/ at
seja representado de forma Unica pela sequéncia de
tempo discreto x/n/ =x(nT ) .

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 9
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Filtros anti-aliasing

No caso em que existe 0 interesse somente em componen-
tes de baixas frequéncias do sinal, pode-se empregar um
filtro passa-baixas de tempo continuo antes de amostrar o
sinal. Tais filtros sdo denominados de filtros anti-aliasing
e sdo determinados com base nas frequéncias de interesse
do sinal e na frequéncia com que se pretende amostrar o si-
nal.

Reconstrugo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 10
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Reconstrugdo Ideal

Considera-se agora o problema de reconstruir o sinal de
tempo continuo a partir de amostras. Seja

Xi(jo)= 1 ZX(jmfjkms)
T.s k=—mw
a representacdo em frequéncia do sinal x(r) amostrado
de forma impulsiva.

ReconstrugAo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras u
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Reconstrucdo Ideal

A operagéo de reconstrucéo é tal que X5 je) seja con-
vertido novamente em X j) , eliminando réplicas de
X( jw) que aparecem nas frequéncias k@, . Tal opera-
cdo pode ser realizada multiplicando-se X 5( je ) por
H.(je) em que

T,|o|<o,/2

H.(jw)=
Ao {0,

ol>w0,/2 "

Reconstrugéo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 12
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X(jw)

— ), @, @

Xl je)

H(jo)

[
5]
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Reconstrucéo Ideal

Observa-se que as condi¢des do Teorema da Amostragem
devem ser satisfeitas para que possa ocorrer a recuperacéo
do sinal X'(j@,) . Uma vez que a multiplicagcdo no domi-
nio frequéncia transforma-se em convolugéo no dominio
tempo tem-se

X(jo)=Xs(jo)H (jo)=x(t)=xs(t)*h.(t)

F1
onde h.(t) < H(jo).

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 14
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Reconstrucéo Ideal

Logo:
.
x(t)=h(t)* ¥ x[n]5(t—nT,)
H=—00
«
= Y x[n]h(t-nT,)
n=—a
Reconstrugéo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 15
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Reconstrucéo Ideal

Uma vez que T sen( @s r)
h(t)=

reescreve-se o sinal x(¢) na forma:
- o,
x(t)= Z x/n] sr'nc[z‘ ({—nl';)]
T

n=—o

Reconstrugo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 16
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Reconstrugéo Ideal

Ou seja, no dominio do tempo, o sinal é reconstruido
através da soma ponderada de fung¢des “sinc” desloca-
das pelo periodo de amostragem, com os pesos de cada
uma das funcdes correspondendo aos valores da sequén-
cia de tempo discreto em cada um dos instantes de
amostragem.

ReconstrugAo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 17

Amostras Impulsivas do Sinal de Tempo Continuo

Reconstrugéo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 18
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Aproximagéo pela Soma Ponderada de Fungdes Sinc
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Reconstrugdo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 19

Relagdo entre Largura de Faixa
do Filtro de Janela com a Fungéo Sinc

1

08 F
06 I
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Reconstrucéo Ideal

O valor de x(t) em t =nT, é igual a x/n] porque todas
as outras funcdes sinc deslocadas cruzam por zero em
t=nT, exceto a n-ésima, e seu valor é x/nj . O valor
de x(1) entre maltiplos inteiros de 7, é determinado a
partir de todos os valores da sequéncia x/nJ .

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 21

Reconstrucéo Ideal
A operacéo descrita por

¢é denominada de interpolacdo ideal limitada em faixa.
Praticamente este interpolador ndo pode ser implementado

pois representa um sistema ndo-causal, ou seja, a saida x(7)
depende de valores passados e futuros de x/ 7/ . Além dis-

s0, a influéncia de cada amostra estende-se ao longo de
um intervalo infinito de tempo.
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o

o, .
o(t)= 3 x i “(t-nl
x(t) \[njsmc[zﬂ_( n S)J

n=—aw
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Reconstrugdo Pratica — Retentor de Ordem Zero

A reconstrugdo pratica de sinais de tempo continuo
muitas vezes é implementada com um dispositivo
conhecido como retentor de ordem zero, o qual mantém
o valor de x/n/ durante 7, segundos.

ReconstrugAo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 23

axfn] x(1)

x[n] Retentor de Xo(l)
Ordem Zero

Reconstrugéo de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 2
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Reconstrugdo Pratica — Retentor de Ordem Zero

Sendo assim, o sinal x,(7 ) caracteriza-se por uma apro-
ximag8o em degraus do sinal de tempo continuo x(7 ).

O retentor de ordem zero é representado matematicamente
como a soma ponderada de pulsos retangulares deslocados
de multiplos inteiros do intervalo de amostragem.

LO<t<T

0, caso contrario

hu(f_1={

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 25
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Reconstrugdo Pratica — Retentor de Ordem Zero

dhy(e)

T, L4
O sinal de saida do retentor de ordem zero, expresso em
fungéo de 4,(7) é dado por

x,(1)= Z.\'[n]h,)(rfnT:) _

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 26
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Reconstrugdo Pratica — Retentor de Ordem Zero

Ouainda  x,(t)=h,(1)*> x[n]S(t—nT,)

=h(t)*x,(t)
sendo
h(t)*x,(t) > H(jo)X,(jo)

com "( T: ]
sen @
M

FT
hy(t) <> Hy jer)=2e™'
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Efeitos da Retencdo de Ordem Zero

1. Defasamento linear correspondente ao atraso de 7, /2
segundos;

2. Apartede X,( je) entre — @, e @, é distorcida pela
curvatura do l6bulo principal de H,( j& ) ;

3. Versdes distorcidas e atenuadas de X( j®) permane-
cem centralizadas em mdltiplos diferentes de zero de @, .

» 27 Reconstrugio de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 28
X7 jo)
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Filtro Anti-Imagem
" " vy ° Em algumas aplicagBes as modificagfes associadas ao
" — efeito do elemento de retengéo de ordem zero séo aceita-
7_,_\‘/ N\— veis. Em outras faz-se necessario um processamento adi-
T i) ° cional de x,(7) de forma a minimizar os efeitos da reten-
I — — ¢ao de ordem zero. Desta forma pode-se utilizar um filtro
- T s com as seguintes caracteristicas:
St T
" = RECRENON
N H(jw)={2sen(ol /2)
R R S S 2 0|w|>0 -0, )
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Filtro Anti-Imagem

| ®|< w, O filtro compensa a distor¢éo introduzida pelo
I6bulo principal de H,( j& ) ;

e | @|>w, —m, Ofiltro remove a energia de X,( jo)
centralizada em multiplos diferentes de zero de , .

Na faixa de frequénciaem que @, <| @ |<w, -, . H (jo)
néo interfere pois X,( jw ) é nulo.

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 31
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Filtro Anti-Imagem

Tal filtro é denominado de filtro anti-imagem porque eli-
mina as imagens distorcidas de X( j®) .

| jer )

Dy — B — O, Gy O =y O

Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a partir de Amostras 32

x[n] Retentor de Xl 1) Filtro Anti- x.(1)
o e e
Ordem Zero Tmagem
axg(1)
o | =,
r
Reconstrugao de Sinais de Tempo Continuo a parti de Amostras 3
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Filtro Anti-Imagem

Em muitos casos a fase linear na faixa de passagem,

| <, éaceitavel uma vez que a distorgdo de fase
linear corresponde a um retardo adicional. A dificuldade
de aproximar | H.( je) | depende da separagio entre o,
e @, —, . Se a distancia for grande a curvatura do I6bulo
principal de H,( j&) sera pequena e uma aproximagao
muito boa sera obtida para | H ( jw) |=1.
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Filtro Anti-Imagem

Na faixa @, <@ <@, — @, ocorre a transicéo da faixa de
passagem para a faixa de rejeicdo. Se @, — 2@, for grande,
a faixa de transicéo seréa grande, facilitando o projeto do
filtro. Consequentemente, as exigéncias de um filtro anti-
imagem s&o significativamente menores escolhendo-se

T, suficientemente pequeno, tipicamente @, >>2m, .
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