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Representacao de Fourier para Sinais

A representacdo de Fourier para sinais é realizada
através da soma ponderada de funcbes senoidais complexas.
Se este sinal for aplicado a um sistema LTI, a saida do
sistema sera uma superposicao ponderada das respostas do
sistema a cada uma das senoides complexas que compoOe o
sinal de entrada, procedimento similar aquele realizado para
somatoria ponderada dos iImpulsos para a integral de
convolucao.
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Representacao de Fourier para Sinais

O estudo de sinais e sistemas, usando representacoes
senoidais é denominado de analise de Fourier em
homenagem a Joseph Fourier (1768-1830), por sua

contribuicédo a teoria de representacido de funcoes através da
soma ponderada de senoides complexas.
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

A entrada de uma senoide complexa em um sistema
LTI gera, em estado estacionario, uma saida igual a entrada
senoidal multiplicada pela resposta em frequéncia do
sistema, ou seja:

v[n] =H(e" je'™

Representacdo de Fourier para Sinais 3



Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Senoides Complexas e Sistemas LTI

Tal relacdo e obtida através do equacionamento da
resposta senoidal do sistema em estado estacionario. Para
1SS0 sera avaliada a convolucdo de um sistema de tempo
discreto com a resposta ao impulso h[n] e uma entrada do
tipo senoidal complexa de amplitude unitaria x/n] =&’ |

dada por:
vin] = S hlk]x[n-k]
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y[??] — ih[kjejﬂrn—k)

k==

ou ainda

yin] =&’ S hfk]e?™ = H(e' )e'™

k=
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

Conseguentemente, a saida do sistema e caracterizada
por uma senoide complexa multiplicada pelo termo H¢e’ ),
definido como resposta em frequéncia do sistema.

ejﬂﬁ H(ejﬂ )ejﬂﬁ

~ hfn] -
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Para 0 caso continuo obtem-se um resultado analogo
onde

y(1)= [h(z)e’™ dr
y(t)=e" [h(t)e ™ dr .= H( jw )e’™
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Senoides Complexas e Sistemas LTI

Por definicao
H(jo)=[h(t)e’™dr
sera denominada de resposta em frequéncia do sistema H.
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Autofuncoes

A fim de apresentar o conceito de autofuncdo sera
considerado Inicialmente o problema do autovalor, em que

(AL —A)y=0

Tal 1dentidade sera satisfeita de forma trivial, se v=0. Se a
matriz (Al — A) for ndo-singular, ou seja, se | AL — A[# 0
somente v =0 satisfaz a identidade (A/ —A4)yv=0 .
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Autofuncoes

Se |Al—A|=0,o0useja, se A forumaraizde |[A/ —A|=0,
a matriz (Al — A) serasingular e a equacéo (Al —A)v=0
sera satisfeita parav =0, e neste caso

sendo A definido como um autovalor da matriz A associado a
um autovetor v, tal que a relacao anterior seja satisfelita.
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Autofuncoes

Para o caso relacionado com resposta em frequéencia
de um dado sistema H, w(7)=¢’ sera definida como uma
autofuncao do sistema H, pols

H{e” })=H(jow)e'™

ouainda H{w(t)}=Awy(t) com A:=H(j®) sendo A o autova-
lor associado a autofuncao v/ (7 ) .
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Autofuncoes

jor H(jw)e'

w(1) Ap(t)
i) iy =

jon H(jQ)e™™
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Autofuncoes

Sinais que sao autofuncoOes de sistemas desempenham
um papel importante na teoria de sistemas, pois possibilitam
a representacdo de sinais arbitrarios como superposicao
ponderada de autofuncOes, transformando a operacao de
convolucao em multiplicacao. Considere o sinal x(t)

M o
.X(f) — Zakejmﬂ .
k=1
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Autofuncoes

Se ¢’* for uma autofuncdo do sistema com autovalor
H( jo, ), entdo cada termo do sinal de entrada g e’* pro-
duz um termo na saida a, H( jw, )e’* , sendo assim

M o
W)= aH(jo, )e’™ -
k=1
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Representacao de Fourier para 4 Classes de Sinais

Propriedade ) -
P Periodico | Nao — Periodico
de Tempo
Série Transformada
Continuo de de

Fourier(FS)|  Fourier (FT )

ES de FT de

Discreto Tempo Tempo

Discreto Discreto
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Diz-se que dols sinais sao ortogonais se seus produtos
Internos forem zero. Para sinais periodicos de tempo discreto
®,/n/ e ®,/n] ,sinais com periodo N, sera avaliado o
produto interno definido por

]k,m = Z(Dk[H](D;[H]

n=(N)

sendo que * denota o complexo conjugado do sinal.
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Admitindo que @, /n] =" e ® [n]=e""",
representam senoides complexas de frequéncia kQ, e mQ,
respectivamente

N-1
(k—m )Q *
[, =" =>0[n]0, [n]
n=0 n=(N)

sendo Q,=27/N .
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Portanto v N, k=m
I;;rm — Zeﬂk—mjﬂﬂﬁ =41_ ej{k—mjz;'r
=0

1_ ej(k—m)ﬂg

i(k—m )2
1_} /

sendo e/ *™*" =1V kmeZ ,resultandoem>—°_ _
1_ e;(k—m}ﬂ,j

(supondo que k e m sejam restritos a um intervalo de N
valores consecutivos).
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Para 0 caso continuo tem-se uma situacdo analoga
aguela apresentada para o caso discreto, ou seja

T
Ik,m — J.(Dk(t)(D;(t)dr
0

sendo @, (1)=&’ e @ (1)=&’ senoides complexas
com frequéncias ko, € mo, respectivamente.
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Sendo assim tem-se
T
]k,m _ J‘ e J( k—m ) ot dr .
0
Para o caso em gue k=m, resulta em

T
Ik,m :J.dt:T .
0
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Ortogonalidade de Senoides Complexas

Para o caso em que K #m

€

o 1 o
Jjlk m}mozdt_ ej(k m)Z:r_l)

]km — o
’ j(k—m)aw,

O t—y

sendo ¢/ =1VkmeZ,logol,,=0Vk#m
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS

Consideremos Inicialmente, para representacao de um
sinal periodico por série de Fourier, a seguinte aproximacao:

R(t)= iA[k Je

k==

A determinacdo dos coeficientes A[k] sera realizada
utilizando a propriedade da ortogonalidade.
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS
Inicia-se supondo que x(t)=x(t), ou seja

j x(t)e "™ df = j (t)e "M dt
(T (T

Substituindo-se X(7) na expressao anterior tem-se

J‘x(t)e—jmmﬂfdt: J‘ iA[k]ejkmﬂfe—jmmﬂrdt

(Ty (T) ke=—=r
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS

Ou ainda

jx(t)e—jmmardt: iA[k].[eﬂk—m,}mﬂrdt |

(T) f=—0 (T

Da propriedade da ortogonalidade, resulta que

_[eﬂk_m’}%fdt =0 Vk+tme/ . Ie“’f{k—m’}wdz‘ =T  k=meZ
(T (T '
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Sinais Periodicos de Tempo Continuo: A FS

Sendo assim

|x(t)e " dt = A[m]T
(T '

Se de fato x(7) = x(t ), os coeficientes A[m] serao determina-
dos por

Alm] :; [x(t)e ™ ar
I
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Convergéncia da Serie de Fourier

Para que a serie infinita

w(1)= 3 ALk Je

k=—a
convirja para x(t), algumas condicoes devem ser satisfeitas.

A primeira delas estabelece que \x(t)f deve ser integravel.

Ou seja, ! ﬂx(t)fdt <0
T<IT>
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Convergéncia da Série de Fourier

A convergéncia ponto a ponto € garantida em todos 0s
valores de t, exceto naqueles que correspondem a
descontinuidades, se as condi¢coes de Dirichlet forem
satisfeitas:

1. x(t) é limitado;
2. X(t) tem um numero finito de maximos e minimos

locais em um periodo;
3. X(t) tem um namero finito de descontinuidades

em um periodo.
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A Representacao por Serie de Fourier

x(t)= S X[k]e™™
k=—o0

X/[k] :; | x(t)e " dt
(T)

Em que x(t) tem periodo fundamental Te o, =27 /T .
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A Representacao por Serie de Fourier

Diz-se que X(t) e X[k] s@o um par de série de Fourier,
sendo denotada esta relacao como

X(1) -FS:@“-X[]C]

A representacdo do sinal x(t) pelos coeficientes X[k] também
e conhecida como representacdo no dominio frequéncia,
porque cada coeficiente de Fourier esta associado a uma
senoide complexa de frequéncia diferente.
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Exemplo 3.5:

Determinar a representacdo no dominio frequéncia
para o sinal

T 7
x(t)=3cos| —t+—
(1) (2 4}

Represente graficamente X[k] pelo seu modulo e argumento.
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Exercicio 3.3:

Determinar a representacao por serie de Fourier para o
sinal

x(t)=2sen(2nt—3)+ sen(b6at)

Represente graficamente X[k] pelo seu modulo e argumento.
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Exemplo 3.6:

Determine a representacao por série de Fourier para a
onda quadrada apresentada a seguir:

x(t)
_T+T, -T, T, T-T, t
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Exercicio 3.4:

Determinar a representacdo por série de Fourier da
onda dente de serra descrita na figura a seguir.

/

e

L x(1)

/

/

/

/

105

/

/
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Exemplo 3.8: Circuito RC

Determinar a representacao por série de Fourier para a
variavel de saida y(t) do circuito RC apresentado na Figura a
seguir, supondo X(t) uma fonte de tensdo com a forma de
onda quadrada, conforme a do Exemplo 3.6, supondo a
relacao 7. /7' =0.25,com T=1se RC=0.1s.
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Exemplo 3.8: Circuito RC
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