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Propriedades das Representacoes de Fourier

Sinais periodicos de tempo continuo ou discreto tém
uma representacdo por série de Fourier, dada pela soma
ponderada de senoides complexas com frequéncias multiplas
Inteiras da frequéncia fundamental. Desta forma, um

conjunto discreto de frequéncias esta envolvido em sua
representacao.
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Periodicidade

Sinais ndo-periddicos de tempo continuo ou de tempo
discreto envolvem a ponderacao de senoides complexas de
um continuum de frequéncias, resultando em uma
representacao continua de sinais no dominio frequéncia.
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Adicionalmente, as representacoes de Fourier para
sinais de tempo discreto (DTFS e DTFT), sdo periodicas
devido a natureza N-periddica das senoides complexas de
tempo discreto. A tabela abaixo apresenta um sumario das
propriedades de periodicidade das representacoes de Fourier.

Propriedades de Periodicidade das Representacoes de Fourier

Dominio Tempo Dominio Frequéncia
Continuo Nao-Periodico
Discreto Periodico

Periodico Discreto

Ndo-Periodico Continuo
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Linearidade

Todas as quatro representacoes de Fourier satisfazem
as propriedades de linearidade:

z(t)=ax(t)+by(t) i} Z(jw)=aX(jo)+bY(jw)
FS:a

z(t)=ax(t)+by(t) (—;D Z[k]=aX[k]+bY[k]

z[n] =ax[n] +by[n] DgT Z(e’ )=aX(e’ )+bY(e’)

zfn] =ax[n]+by[n] <« Z[k]=aX[k]+bY[k]
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Linearidade

Nas representacOes anteriores, supoe-se que as
variaveis em maiusculas denotem a representacdo por
Fourier das variaveis em minusculas correspondentes. Nos
casos da FS e da DTFS admite-se que 0s sinais que estao
sendo somados possuem o0 mesmo periodo fundamental.
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Exemplo 3.19:

Considerando o sinal periddico apresentado a segulir,
obter sua representacao no dominio frequéncia:

Az(t)

2
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1
8

B
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Linearidade

A propriedade da linearidade também é base do
método das fracdes parciais, empregado para a obtencdo da
transformada de Fourier iInversa das representacoes do
dominio frequéncia X(j®) , dada pela razado de polindbmios
em jw, na forma

b,(jo)" +...+b(jw)+1
(jo)" +ay . (jo) " +..+a(jo)+a,

X(jo)=
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Linearidade

Apenas para ilustrar o procedimento empregado no
método das fracOes parciais, sera considerado M<N,
admitindo que as raizes do polinomio do denominador em
jo , representadas «,, k =12,...,N , sejam todas distintas.

A funcao racional X(j®) pode entao ser representada
na forma:

X(jo)=3 —5
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Linearidade
Uma vez que
T ]
e” > — Va<0
jo—«a
x(1)= ZC@ u(t)(—)X(]a)) Z G
kl]a} C}fk
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Exemplo 3.20:

Determinar a transformada de Fourier inversade X(j®) .

jo+1
(ja::)2+5ja)+6

X(jo)=

Propriedades das Representac6es de Fourier 17
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Exercicio 3.11:

Utilize a expansao em fracOes parciais e a linearidade
para determinar a transformada de Fourier inversa de

X(jw)=
IO 3 a

Propriedades das Representac6es de Fourier 18
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Linearidade

A expansdo em fracOes parciais também € empregada
para determinar a DTFT Inversa de representacoes em
dominio frequéncia dada como funcdes racionais de
polindmios em e, escritos na forma

b,e”™ +...+be”" +b,

_ QN —jQ(N-1)
a,e +a,_.e +...tae’ +1

X(e™)=

Propriedades das Representac6es de Fourier 19
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RepresentacOes desta forma ocorrem frequentemente
no estudo de sistemas descritos por meio de equacOes
lineares de diferencas com coeficientes constantes. Conforme
realizado no caso da obtencdo da transformada de Fourier
inversa, a funcdo X (e’’ ) pode ser representada como

X(e™)= Z S

la’e

emque o, k=12,...,N  sdoas raizes do polinbmio do de-
nominador de X e’ ) , supostamente distintas.

Propriedades das Representac6es de Fourier 20
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Linearidade

Sendo assim, uma vez que

1
Q

DTFT
(o )"u[n] < -
l-a,e™

empregando a propriedade da linearidade, implica

x[nf= ick(ak)ﬁh"[n] '
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Exemplo 3.21:
Determinar a DTFT inversa de X(e’™ ) .

5

_ge_jﬂ+5
J oy _
AE)ETT T
l+—e ——e”
6 6

Propriedades das Representac6es de Fourier 22



Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Simetria

A propriedade da simetria sera desenvolvida para a
FT, sendo que para outras trés representacoes, € obtida de
maneira analoga. Supde-se que x(¢)=x (t) , considera-se
entao _ _

X'(jo)=| |x(t)e’dt| = [x"(t)e"dt

| —ar

~ [x(t)e " dt= X(~jo)

Propriedades das Representac6es de Fourier 23
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Simetria

Portanto, se x(t) for real, a parte real da transformada
apresentara simetria par, enquanto a parte Imaginaria
apresentara simetria impar. Isto também implica que o
espectro de magnitude é uma funcao par, engquanto o espectro
de fase € uma funcao impar.

Re{X(jw)}=Re{X(—jw)}
X (jo)=X(-jo)
N Im{X (o)) - - ImX (o))

Propriedades das Representac6es de Fourier 24
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Simetria

SupOe-se agora que x(t) seja um sinal puramente
imaginario, de forma que x(7)=—-x"(7) .

X' (jo)=

o

.[x(t)e_mdt

| —a0

£

= jx$(t)€jﬁxdt

=—x(t)e? " 'dt =-X(-jo)

Propriedades das Representac6es de Fourier 25
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Simetria

Examinando as partes real e imaginaria da relacao

X' (jo)=-X(-jw) , conclui-se que se o sinal x(t) for

puramente imaginario, a parte real da FT apresentara

simetria impar, enquanto a parte imaginaria apresentara
simetria par.

Re{X(jo)f=—-ReiX(—jo);
X'(jo)=-X(-jo)
S Im{X(jo)}=ImiX(~jo)}

Propriedades das Representac6es de Fourier 26
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Deslocamento no Tempo

Admite-se que z(1) =x(t—1t,) sejauma versdo deslo-
cada no tempo do sinal x(7). Sendo assim,

Z(jw)= j Z(t )e ' di
— jx(t—to)e_jﬂdt |

Propriedades das Representac6es de Fourier 27
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Deslocamento no Tempo

Realiza-se entdo uma mudanca de variavel, onde
r=1t—1t, eassim

Z(jw)= Ix(r)e_jm””“df

— ¢ /%0 Ix(f)e_jmdf
e’ X(jow)

Propriedades das Representac6es de Fourier 28
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Deslocamento no Tempo

Resultando na seguinte conclusao:

Z(jo)|=|X(jo)]
argiZ(jo)}=argiX(jo){- ot

Propriedades das Representac6es de Fourier 29
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Propriedades de Deslocamento no Tempo das
Representagoes de Fourier

FT o
x(t—t,) e’ X(jow)

FS oy )
x(t—t,) <> e Jkwoto X [k]
DTFT |
x[n—n,] <> e "X ()
DTFS:Q,

x[n—-n,] < e’ X[k]
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0 3.22:

Determinar a FT do pulso retangular x(7) deslocado
no tempo, representado por z(7) na figura abaixo.

4

1

Lx(f)

T 1

1

4z(1)

2T [
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Exercicio 3.12:

Determinar, com base na DTFS da onda quadrada do
sinal x/n/ ,a DTFS do sinal z/n] .

x[n] z[n]/

Propriedades das Representac6es de Fourier 32
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Deslocamento em Frequéncia

Analogo ao caso do deslocamento no tempo, supde-se
agora um sinal deslocado em frequéncia tal que

Lijo)=X(jl(o-y))
logo

2(1)= 1 jZ(ja))efﬂdm
21 =

- L [X(j(o-y)e"do
2r 7

Propriedades das Representac6es de Fourier 33
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Deslocamento em Frequéncia

Admitindo-se 7 = ®—7 tem-se.

2(1)= - [ X( jn)e" ™ dn
27 =

1

= e | X(jn)e’"dn=e"x(1)
27

— o0
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Deslocamento em Frequéncia

Consequentemente, um deslocamento de 7 no domi-
nio frequéncia corresponde a multiplicar o sinal no dominio
tempo por uma senoide complexa de frequéncia igual a 7 .

Observa-se que o deslocamento em frequéncia deve
ter um valor inteiro em ambos 0s casos da série de Fourier.

Propriedades das Representac6es de Fourier 35
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Propriedades de Deslocamento em Frequéncia das
Representacoes de Fourier

" x(t) < X(j(0-7))

o FS:ay
nl
e x(t) & X[k-k,]
DIFT |
emx[n] VAN X(ejm_r))
DTFS:Q,

e "xIn] & X[k — ko]
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Exemplo 3.23:

Determinar a FT do pulso senoidal complexo dado por

e_,flor’
Z(f)={

t<rm

0, caso contrario -
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Mudanca de Escala

Avalia-se Inicialmente o efeito da mudanca de escala
na variavel transformada para o dominio frequéncia. Assim,
seja z(t)=x(at) :

o

_[z(t)e_jﬂdt

—o0

Z(jo)

ol

J.x(at)e_jmdt

—oC

Propriedades das Representac6es de Fourier 38
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Admite-se entao a variavel auxiliar 7 = at | logo:

Z(iw)="1 [x(r)e " dr
a —o0

:IX(]'@J, a>0

a a

Portanto, a mudanca de escala do sinal no dominio tempo
Introduz uma mudanca de escala inversa na representacao no
dominio frequéncia, em conjunto com uma alteracdo na

escala de amplitude.

Propriedades das Representac6es de Fourier 39
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Exemplo 3.24.
Admita que x(7) seja um pulso retangular
x(r)z{l’ t1<1
| 0,]t]>0

Use a propriedade de mudanca de escala para obter a FT do
pulso retangular alterado na forma

e L|t]<2
=y,

t|>0
Propriedades das Representac6es de Fourier 40
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Diferenciacao e Integracao

As operacoes de diferenciacao e integracao aplicam-se
a funcdes continuas, e serdo definidas para a classe de sinais
continuos no tempo ou em frequéncia, neste ultimo caso com
respeito apenas a FT e a DTFT.

Propriedades das Representac6es de Fourier 42
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Diferenciacao no Tempo

Considera-se a diferenciacao no tempo de um sinal
continuo e nao-periddico x(7),

X(1)= 1 | X(jw)e’ de .
27

Diferenciando ambos os lados da equacao anterior com
relacao ao tempo obtém-se

gx(t) = j]mX(]a;)e “do

Proprledades das Representacdes de Fourier 43
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Diferenciacao no Tempo

d 1 - .
—x(t)=— | joX(jw)e’"d
()= jm (jo)e’ do

.

FT

d . .
(e joX(jo)

Propriedades das Representac6es de Fourier 44
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Exemplo 3.25:

Obter a representacao em frequéncia do sinal

;j(emu(t))

Propriedades das Representac6es de Fourier 45
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Diferenciacao no Tempo

Se x(t) for um sinal periddico, tem-se a representacao
por FS

x(t)= " X[k]e"™
f=—a0

Diferenciando esta ultima equacéo em ambos os lados resulta
em
d

Lxt)=Y jko,X[k]e" ™
dt fe=—

Propriedades das Representac6es de Fourier 46
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Diferenciacao no Tempo

Sendo assim, tem-se a representacdo por serie de
Fourier da derivada temporal de um sinal periddico dada por

d FS:on

gx(t) < jko,X[k]

Propriedades das Representac6es de Fourier 47
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Exemplo 3.26:

Determine a representacao por FS da onda triangular
apresentada a seguir:

' -

4 4

.

-T7/4 T

Propriedades das Representac6es de Fourier 48
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Diferenciacao em Frequéncia

Considera-se agora a operacao de diferenciacdo no
dominio da frequéncia de um sinal:

X(jo)= |x(t)e"dt

Resultando em

d
da)

X(jo)= j jix(t )e Jﬁ*drﬁ—jzx(z)gj)((jm)
a

Propriedades das Representac6es de Fourier 49
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Exercicio 3.15:

Use a propriedade da diferenciacdo em frequéncia para
determinar a Transformada de Fourier do sinal

x(t)=te “u(t)

Propriedades das Representac6es de Fourier 50
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Integracéo e Somatorio:

A operacdo de Integracao aplica-se somente a
variaveis independentes continuas. Consequentemente, para
0 dominio tempo, esta operacdo seria aplicavel a
Transformada de Fourier - FT ou a Serie de Fourier — FS.

Propriedades das RepresentacOes de Fourier 51
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Integracao:

Considera-se entao o sinal ndo-periédico x(z) , tal que

y(t) :/_tOOQB(T)dT

jty”) — x(1)

Propriedades das Representac6es de Fourier 52
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Integracao:
Uma vez que
L yit) & jo¥(
—y(t) & jol(jo
dty_) joY(jo)
FT
e x(t) < X(jo)

resultaria em joY(jo)=X(jo) :>Y(ja;):_1@X(ja))
J

Propriedades das Representac6es de Fourier 53
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Integracéo e Somatorio:

Desta forma

/t s(D)dr EX L X (w)

—00 Jw

O analogo em tempo discreto da integracao é o somatorio, ou
seja

vin]=Yx[k]

Propriedades das Representac6es de Fourier 54
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Somatorio

O analogo em tempo discreto da diferenciacdo é a
diferenca. A operacao de diferenca recupera x/n/ de y/n/,
ou seja

x[n]=y[n]—y[n-1] .

Isto resulta na propriedade da diferenca. Supondo x/»/ um
sinal ndo-periodico
DTFT

X[H] PN X(ejﬂ): Y(ejﬂ)_e—jﬂy(ejﬂ) :

Propriedades das Representac6es de Fourier 55



Propriedades da Diferenciacao, Integragdo e Somatorio Comumente Usadas

FT

%xm & joX(jo)

FS:ay

jrx(t ) © jko,X[k]

FT d
—jix(t) <> — X(jo)
dw
DTFT

— jnx[n] < dQX(e“’n)

[ x(z)dr S _iX(ja;)
jo
S gy X0

_i0
k=—a l_e /

—o0
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Exemplo 3.28:

Determinar x(7) dado:

d ejzm
do |1+ jw /3

X(jo)=]

Propriedades das Representac6es de Fourier 57
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Exercicio 3.16:

Mostrar que a DTFT de
x[n]=ne’"¥"od"uln-3]
e dada por
| d e—jS(Q—:rfS)
@)= do |1—oe 7%

Propriedades das Representac6es de Fourier 58
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Convolucao e Modulacao

Duas das propriedades mais Importantes de
representacoes de Fourier sao a Convolucao e a Modulacao.
Uma forma de Modulacdo refere-se a multiplicacdo de dois
sinais: um destes sinais muda, ou modula, a amplitude do
outro sinal. Sera apresentado que a Convolucdo no dominio
tempo sera transformada em Modulacdo no dominio
frequéncia, e vice-versa.
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Convolucao Nao-Periodica

Considere a convolucao de dois sinais de tempo
continuo ndo-periddicos x(z) eh(t) . Admitindo y(7) como
o sinal resultante da operacao de convolucao entre estes
sinais, ou seja:

y(t)=h(t)*x(t)

= Th(r)x(t—r)dz'

Propriedades das Representac6es de Fourier 60
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Convolucao Nao-Periodica

Reescrevendo x(t—7) na forma

x(t— ’r)—— J'X(Ja))ejmﬁ “de

e substituindo esta expressao na integral de convolucao
anterior obtem-se:

Propriedades das Representac6es de Fourier 61
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Convolucao Nao-Periodica

y(t)

o0 1 o0 : :
/ h(T)Q—/ X (jw)elte™ YT dudr
s

— OO — 00

1 o0 o0 : ot
= / / h(7)e 7¥Tdr X (jw)e!* dw
—00

271 J-o
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Convolucao Nao-Periodica

Sendo
H(jo)= [h(t)e””dr

tem-se

1 ( . . ot
y(t)=——[H(jo)X(jo)e' do
21 - |
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Logo, y(t) € atransformada de Fourier inversa de
H(jo)X(jo)
Ou seja Y(jo)=H(jo)X(jo)

resultando em jm
yt)eoY(jo)
FT

h(t)*x(t) > H(jo)X(jo)
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Convolucao Nao-Periodica

Exemplo 3.29: Admitindox(? ) = ; sen(nt) €

h(t)=;sen(27zt) , determinar y(t)=x(t)*h(t) .

Exemplo 3.30: Use a propriedade da convolucao para
determinar x(z), em

x(t)gX(jw)zisenz(w).
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Convolucao Nao-Periodica

Exercicio 3.17: Dada a resposta ao impulso de um
sistema (¢t )=2e*'u(t) comentrada x(z)=3e"u(t) , deter-
minar a saida y(z) .

Exemplo 3.31:Considere um sinal y/ 7/ , como sendo
um sinal x/»/ , mais uma distor¢ao na forma
vin]=x[n]+ax[n-1],|a|<]1
Determinar um sistema inverso gue recupere o sinal
original x/n] .
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Convolucao Nao-Periodica

Exercicio 3.18: Considere um sistema discreto cuja
resposta ao impulso €

hin] = lsen(jnj |

TN
Determinar a saida y/»n/ as entradas:

a) x[n]zlsen(sz e b) x[n]zlsen(j;n} .

7N 7N
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Modulacao Nao-Periddica

Se x(t) e z(t) forem sinais nao-periddicos, a transfor-
mada de Fourier do sinal y(t)=x(t)z(t), produto dos sinais
no tempo, sera obtida admitindo que

x(t)= L [ X( jv)edv
27

L T, .
2(t)=5— [ Z(jn)e"dn
21
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Sendo assim, o produto y(t)= x(t)z(t) pode ser escrito na
forma:

V()= j j X(jv)Z(jn)e’ ™ dn dv

(27 )2

Realiza-se entdo a seguinte mudanca de variaveis, 7 =@ —-v ,
Reescrevendo a equacao anterior, obtem-se
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Modulacao Nao-Periddica

y(t) = 2—%/ / X(Gi)Z(G(v—w))drel“tdw

A integral interna de v representa a convolucao de
Z(jw) e X(jw),enguanto a integral externa esta na forma
da representacao de Fourier para y(z), ou seja

V(1) = x(1)2(1) <> ;ijco) “Z(jo).
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Modulacao Nao-Periddica

Similaramente, se x/n/ e z/n] forem sinais nao perio-
dicos de tempo discreto, a DTFT do produto y/n/=x/nj/z[n]
serd dada pela convolucdo de X (e’ ) e Z(e’”* ), levando-se
em conta a periodicidade dos sinais, portanto

yin]=x[n]z[n] < Y(e® )= 21 X(e)®7(e)
/A
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onde o simbolo ® denota convolucdo periddica, que deve
ser realizada ao longo de um unico periodo do sinal, isto é:

X(e)®Z(e)= [X(e")®Z(e"* ) db

(2m)

Uma aplicacdo da propriedade da Modulacdo €é o
ajanelamento (windowing), que corresponde a visualizar o
sinal através de uma janela.
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Modulacao Nao-Periddica

Exercicio 3.19: Utilize a propriedade da Modulacéo
para encontrar a FT do sinal

z(t) = #sin%zt)
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Convolucao para Sinais Periodicos

A Convolucdo periodica de dois sinais de tempo
continuo x(z) e z(t), com periodo fundamental igual a 7,
sera definida como

y(t)=x(1)®z(t)
= j x(7)z(t—1 )dr

(T

onde o simbolo ® denota que a integracio € executada ao
longo de um unico periodo dos sinais envolvidos.
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Convolucao para Sinais Periodicos

O sinal resultante y(z) tambem é periédico com perio-
do 7 . Conseguentemente, a série de Fourier € a representa-
cao apropriada para todos os trés sinais envolvidos, logo:

FS2x/T

y(t)=x(t)Qz(t) < Y[k]=TX[k]Z[k]
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Convolucao para Sinais Periodicos

A convolucao periodica para sinais de tempo discreto
de duas sequéncias x/n/ e z/n] com periodo N ¢ definida
como

yin]=x[n]Qz[n]
= Z;{:<N>x[k]2[”_k] :

O sinal resultante y/n/ tem periodo N, de forma que a re-
presentacao apropriada de todos os trés sinais é dada por

DTFS:2x/N

yn]=x/n]®z[n] <« Y[k]=NX[k]Z[k]
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Modulacao para Sinais Periodicos

A propriedade da Modulacao para sinais periddicos é
analoga a de sinais ndo-periodicos, ou seja, a multiplicacio
de sinals no tempo corresponde a convolucdo das
representacoes dos sinais em frequéncia. Para sinais de
tempo continuo tem-se

FS2xn/T

y(t)=x(t)z(t) <> Y[k][]=X[k]*Z[k]
onde

X[k]*Z[k] = iX[m]Z[k —m]

tH=—aC
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Modulacao para Sinais Periodicos

e a convolucao nao-periodica dos coeficientes da FS. Todos
0s trés sinais no dominio tempo tem 0 mesmo periodo
fundamental 7. Em tempo discreto

DIFS:2n/N

vin]=x[njz[n] << Y[k]=X[k]QQZ[k]
CMAUe  x/kJ®z[k]= Y X[m]Z[k-m]

m=(N}
e a convolucdo periddica dos coeficientes da DTFS.

Novamente, todos os trés sinais tém periodo fundamental N .
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Convolucao para Sinais Periodicos

Exemplo 3.33: Avalie a convolucao periodica do sinal
senoidal x(t)=2cos(2xt )+ sen(4m ) com uma onda quadra-
da z(t) , de periodo igual a7 = 1s, apresentada na figura a
sequir:

Az(t)

1

|
-1/2 1/2

~Y
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Convolucao e Modulacao

Exemplo 3.34: Determinar a transformada de Fourier
do sinal:

X(t) = ;i e u(t))* (e u(t-2))}

Exercicio 3.20: Determinar x/n] dado

e /" ? sen(21€2/2)
1+1/2e77" sen(QQ/2) )
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Propriedades da Convolucdo e Modulacado

Convolucao Modulacao

X(1)*2(1) & X( jo)Z(jo)  x(t)x(t) e;X(jm)*Z(jco)

FS:my FS. o,

X(1)®z(t) <> IX[k]Z[k] X(t)z(t) < X[k]*Z[k]

DIFT o 0 DIFT | o o
x[n]*z[n] & X(e™ )Z(e™ ) x[n]z[n] <> 2—X(e“” )R Z(e”)
T
DTFS:Q, DTES:

x[n]®z[n] <« NX[k]Z[k] =x[njz[n] < X[k]®Z[k]
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RelacOes de Parseval

As relacOoes de Parseval afirmam que a energia ou
poténcia na representacdo de dominio tempo de um sinal ¢
igual a representacdo de energia ou poténcia do mesmo sinal
no dominio frequéncia. O resultado sera apresentado para a
FT, seguindo o mesmo procedimento para as outras trés
representacoes.
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RelacOes de Parseval

A energia para um sinal nao-periodico de tempo
continuo é:

E, = [|x(t)F dr

Uma vez que x(z) pode ser complexo, | x(z)|*= x(t)x (1) ,
sendo x (7) expresso em funcdo da representacdo por FT
como .
X' (t)= 1 | X (jo)e"de
21 -

84



Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

RelacOes de Parseval
= 1 + . .
E = t)— | X (jow)e”do dt
£x( )2er (jo)e
ou ainda [ = "
E =— jX*(jm){jx(z)ef”dz }da)
C 2

—oC
i )

X(\}m)
resultando em

X

1 % o
EFE =— || X(iow)| do
Zﬁ_j\ (jo)|> do
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RelacOes de Parseval

Sendo assim, a representacdo de energia no dominio
tempo € igual a representacdo de energia no dominio
frequéncia normalizada por 2z , ou seja:

Jlxc)p dr——j\X(;w)\ do

—o0
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Relagoes de Parseval para as Quatro Representacoes de Fourier

FT

FS

DTFT

DTFS

Jlxt)pdi=_"[1X(jo)l do

1 oo
—(Ilx)fdi=Y|X[k] T

T<T> k=—c0

oo 1 .

2 lx[n] =2 [1X(e)F dO
n=—o0 7T (27

1 2 2
N Dl AT F =X | XL
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RelacoOes de Parseval
Exemplo 3.35: Utilizar as relacoes de Parseval para

avaliar
SeEn
X = Z

Fl=—o0

Exercicio 3.21: Utilize as relagﬁes de Parseval para
avaliar

(WH)

¥ = _ 2 ~dw
—:::‘Ja)-l_z‘ )
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