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Transformada de Laplace

A generalizacao da representacdo por sendides complexas
de um sinal de tempo continuo fornecida pela Transforma-
da de Fourier ¢ realizada em termos de sinais exponenciais
complexos pela Transformada de Laplace. A Transformada
de Laplace fornece uma caracterizacao mais ampla, poden-
do ser utilizada para a solucao de problemas de tempo con-
tinuo que envolvem sinais que ndo sao absolutamente inte-
graveis.
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Admite-se entao que e” seja uma funcao exponencial
complexacom s =oc + j®, ou seja:

e’ =e” cosat + je” senwt

Considera-se agora o problema de aplicar um sinal
x(t)=¢e" aumsistema LTI com resposta ao impulso
h(t).
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A saida do sistema y(r) sera dada por:

y(t)=Hie"
= h(t)*e"

= Th(r)x(a‘—r)dr
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Logo y(1)= [h(t)e"dr

=e" ]ih(z')e_”dr

sendo  fr(s) = J:h(f)e_”dr tal que H{e“}: H(s)e"

H (s )= Func¢ao de Transferéncia do Sistema
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Desta forma, e” caracteriza-se como sendo uma autofun-
¢ao do sistema e H(s) como seu autovalor. A funcao de
transferéncia H (s ) pode ser representada na forma

H(s)=|H(s) """

emque | H(s) | e ¢(s) representam, respectivamente, o
modulo e a fase de H('s ) .
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y(t)=|H(s)le" e
Admitindo-se s=0c + jo
y(t)=|H(o+ jo)e™ "
y(t)=|H(c+ jo)e” cos(at+¢(c+ jow)) +

+j|H(o+ jo)e” sen(ot+¢(c+ jo))
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Conclui-se entao que o sistema altera a amplitude do sinal
de entrada por um fator \H(o + jo )| e desloca a fase por
um fator ¢(o + jw) , ndo alterando o fator de amorteci-
mento nem a frequéncia do sinal de entrada.

H(o+jo)= [h(t)e " dt

= jf(h(t)e‘m) e dt
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Logo, H(o + jw) é atransformada de Fourier de At )e™
Sendo assim, a transformada de Fourier inversa de
H(o+ jo) deve ser h(t)e ™ , oU Seja:

Wit e = [H(o+ jo)edo
27

Ou ainda
h(t)=— J.H(cr+ jo)e' " da
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Umavezque s=oc+ jo,tem-sedw=ds/ j , resultan-
do em

O+ joo

h(t)=— [H(s Je“ds.

271']

O — joo
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Generalizando as relacOes anteriores para um sinal arbi-
trario x(t) , tem-se

X(s)= |x(t)e*ds transformada de Laplace de x(?);

o4 s ., transformada inversa de
Laplace de X(s) .
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Ou ainda x(t) <i> X (s ) .Conforme observado, a transfor-
mada de Laplace de x(7) também pode ser interpretada
como sendo a transformada de Fourier de x(7)e™ | conse-
guentemente uma condicao necessaria para a convergéncia
da transformada de Laplace é a integrabilidade absoluta

de x(t)e™ , ou seja

]:‘ x(t)e_m‘dt <o
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A faixa de o para a qual a transformada de Laplace
converge é denominada de regido de convergéncia
RDC.

Transformada de Laplace
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A forma mais comum de representacao da transformada
de Laplace de X(s) é dada por uma funcao racional em
s, na forma

M M-1
b,s” +b, s +...+bs+b,

N N-1
§ T @ 5 ..o ST A

bM H (S —Zy )
— k=1

[16s-p.)

X(s)=
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Sendo z, as raizes do polindbmio do numerador, denomi-
nados de zeros finitos de X(s) . Da mesma forma, p, re-
presentam as raizes do polindbmio do denominador de
X(s), e sdo definidos como sendo os polos de X (s ).

A diferenca entre os graus dos polinomios do numerador
e do denominador de, N — M , é definido como sendo o
grau relativo de X(s).
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Exemplo 6.1: Determinar a transformada de Laplace e
a RDC de x(t)=¢e"u(t) .

Exemplo 6.2: Determinar a transformada de Laplace e
a RDC de x(t)=—e"u(-t) .

Exercicio 6.1: Determinar a transformada de Laplace e
aRDC de x(t)=u(t-5) .
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Em muitas aplicacOes os sistemas considerados sao cau-
sails, interessando apenas 0 comportamento do sistema em
Instantes ¢ > 0 . Sendo assim é comum a utilizacao da
transformada de Laplace unilateral, avaliadas paraz > 0.

Definicdo: A transformada de Laplace unilateral de um

sinal x(7) é definida por

18

X(s)=[x(t)edi
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O limite inferior 0° implica ndo incluir o ponto 7 =0 na
Integral, excluindos as descontinuidades e impulsos em
t = 0. Sendo assim, representa-se

L,
x(t) > X(s)

Por exemplo Ly
P e“u(t) <

S —d
equivale a

0
e“u(t) <

com RDC Re{s}>a
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As propriedades da transformada de Laplace sao simila-
res as da transformada de Fourier. Nas propriedades apre-
sentadas a seguir sera considerado

(1) X(s) ©  p(t)<>¥(s)

sendo omitido doravante o “u” de unilateral.
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Linearidade:
ax(t)+by(t) (i)aX(S)-I—bY(S)

Mudanca de Escala:

x(at) (i> IX(SJ

a| \a

Transformada de Laplace
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Deslocamento no tempo:

x(t—r)ée‘”X(s)

para todo 7 tal que x(f—7)u(t)=x(t—7)u(t—7)

Transformada de Laplace
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Deslocamento no Dominio s:

e x(t) &> X(s—s,)

A multiplicacido por uma exponencial complexa no domi-
nio tempo introduz um deslocamento na frequéncia com-
plexa da transformada de Laplace.
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Convolucao:

x(t)*y(t) <> X(s)Y(s)
Diferenciacdo no Dominio s:

—tx(t)(iiX(S)

ds

Transformada de Laplace
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Exemplo 6.3: Determinar a transformada de Laplace
unilateral de

x(t)=(—e"u(t))*(tu(t)).

Exercicio 6.3: Determinar a transformada de Laplace

unilateral de
x(t)=e'(t=2)u(t-2)
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Diferenciacdo no Dominio Tempo:

d L2l d N
cﬁ‘X(r)H[;[(cﬁ‘X(UJe dt

Exercicio: A partir da expressao anterior deduzir a

relacao: J L
517(1‘)(—)5X(5)—x(0+)
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Exercicio: Obter a transformada de Laplace de
d*x(t) € generalize parao caso de d"x(t) .
dr’ dt’
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Propriedade da Integracao:

t I (1) +
[x(z)dr e LU (P

—og

AY AY

em que o*

e o valor da integral paraf € (—,0" ] .
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Exercicio 6.4: Obter a transformada de Laplace de
x(t)=tu(t) .

Transformada de Laplace
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Teoremas do Valor Inicial e Final

Permite concluir, a partir da expressao de X(s ),
valores de x(0" ) e x(x).

Teorema do Valor Inicial: lim sX(s)=x(0")

§—»o0

Teorema do Valor Final: ~ limsX(s)=x(x)
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Exercicio 6.5: Determinar os valores inicial e final
de x(t) sendo
2

s(s+2)

X(s)=—e""

Exercicio: Determinar o valor final de x(7) sendo

~ Ts+10
X(s)= \
s(s—2)
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