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Transformada Z

Semelhante ao apresentado anteriormente, entre a rela-
cao das transformadas de Fourier e de Laplace, sera vis-
to que a generalizacao da representacao senoidal comple-
xa de um sinal de tempo discreto pela DTFT, sera reali-
zada em termos de sinais exponenciais complexos pela
transformada Z.
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A transformada Z sera apresentada, definindo z = re’” |
ou seja um numero complexo de modulo » e faseQ2.

Admite-se entdo o sinal x[»]=z" como sendo um sinal
exponencial complexo que pode ser expresso na forma

x[n]=r"cos(Qn)+ jrisen(Qdn)

sendo » o fator de amortecimento e Q2 a frequéncia do si-
nal senoidal.
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Considera-se entao o sinal x[»] aplicado a um sistema
de tempo discreto com resposta ao impulso #[#], ou
seja:
yin]=H{x[n]}
x[n] | yn] =h/n]*x[n]

=S h[k]x[n—k]
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Substituindo x[#] = z" obtém-se
y[n]=z" ih[k]z‘k
k=—c0
Define-se entao H(z)= Zh( k)z™"
k=—a0

como sendo a funcao de transferéncia do sistema, de
formaque H{z"}=H(z)z" .
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Observa-se entdo que z" é uma autofuncao associada ao
autovalor H(z) . A funcao de transferéncia do sistema,
tambéem pode ser representada na forma polar, ou seja,
H(z)=|H(z)|e”*® , sendo possivel escrever o sinal de
saida do sistema como

yinl= H(z)| 2"
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Substituindo z =re’”, obtém-se:
y[n] = H(re™)|r" cos(Qn+d(re’™)) +
+j|H(re’ )| r"sen(Qn+ d(re’™))
Observa-se, pela comparacao entre o sinal aplicado a
entrada do sistema, x| 7] , e o sinal de saida y[#] , que 0

sistema altera a amplitude do sinal de entrada pelo fator
| H(re’”) | e desloca a fase em ¢(re’”) .

Transformada Z



Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Transformada Z

Uma vez que H(z)= ih[k]z‘k

pode-se reescrever H(z), considerandoz = re’” na forma

H(re’™) = ZT: (W[n]r e ™"
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Conclui-se entao que H (re’*) corresponde a DTFT de

h[nlr™ , logo, a DTFT inversa de A[n]r™" pode ser escri-

ta na forma { |

hlnlr" = — IH(re"'Q)ejmdQ
21 *

in A 0 :
ouainda . _ 1" [ H(re™ye™ do
27 Y
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Uma vez que z =re  pode-se realizar a troca de varia-
veis, sendo dz = rje dQ2 , logo

W[n) = 22 jSH(z)zﬂ-ldz
sendo {> denota que a integracao e realizada ao longo de

um circuloderaio|z|=r.
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Para um sinal arbitrario x[n] tem-se entao

X|z]= Zx[”]z " Transformada Z

H=—o0

x{n|= —{j){(z)z "dz Transforma Z Inversa
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Ou ainda, a relacdo entre x[n] e X(z) € expressa na
forma

x[n] ==X (z) -
Uma vez que | x[#]z™ |=| x[n]r™ | , deve-se ter

Z\ x[n]r™ |< o
H=—o0

—H

De forma a garantir a somabilidade de x[#]z
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A faixa de valores de r ¢
denominada de Regiao o

ue satisfaz esta condicao é
e Convergéncia. Conclui-se

entao, que a transformac
nao tem DTFT.

a Z existira para sinais que
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Pode-se representar o numero complexo z por sua loca-
lizacdo no plano complexo, denominado de Plano Z,

na forma

AIm{z)

Plano Z
re’*?

c

Q

Re;z}
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Observa-se que se x[#] for absolutamente somavel, a
DTFT é obtida da transformada Z, fazendo-ser =1 |,
sendo z = e’ na equacao

X(e™*) = i.Jc[;=fz].‘sa*_fmI |

Hl=—2a0C

A relacdo z = e’ descreve um circulo de raio unitario
com centro na origem do Plano Z.
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A frequénciaQ) da DTFT corresponde ao ponto do circu-
lo de raio unitario com angulo Q2 em relacédo ao eixo real

positivo.
sIm{z}

z=¢e/?
L
kjl Re{z)}
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Exemplo 7.1: Determinar a transformada Z do sinal

(1Ln=-1
2.n=0
x[n]=1-Ln=1
l,n="2

|0, caso contrario

Transformada Z
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E comum encontrar-se a transformada Z de um sinal ou
da funcao de transferéncia discreta de um sistema na for-
ma de uma funcdo racional em z™ , ou seja:

b +b

X(z)= 212
l+az" +..+a,z"

z'+..+b,z7"

N

ou ainda .
b ]_L:l(l ~c,z)

N _
H;czl(l_pkz l 18

X(z)=
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Sendo ¢, as raizes do polindbmio do numerador, ou 0s
zeros de X(z) , e p, as raizes do denominador, ou 0s
polos de X (z) .

Exemplo 7.2: Determinar a transformada Z do sinal
x[n]|=oa"uln]

juntamente com a RDC e as localizacbes dos polos e
zeros de X(z) no Plano Z.
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Polos, Zeros e RDC

sIm{z}
RDC

24 }Ee{z}

4
A

W
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Exemplo 7.3: Determinar a transformada Z do sinal
yvin]=-a"ul-n-1J

juntamente com a RDC e as localizacbes dos polos e
zeros no Plano Z.

Transformada Z
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Polos, Zeros e RDC

aIm{z}

ﬂ')c*
Oy
&J o ﬁe{:}

Transformada Z
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Exemplo 7.4: Determinar a transformada Z do sinal

x[n]=—ul/-n-1] +(;J ufnjf

juntamente com a RDC e as localizacbes dos polos e
zeros no Plano Z.
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Exercicio 7.1: Determinar a transformada Z, a RDC e
a localizacdo dos polos e zeros de X(z) para

1 1

x/n/ :(Ejnu[n] -I—(— g]nu[n] _
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Exercicio 7.2: Determinar a transformada Z, a RDC e
a localizacdo dos polos e zeros de X(z) para

x[n] = e "u[n] .

Transformada Z

25



Sistemas e Sinais

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Propriedades da Transformada Z

A maioria das propriedades da transformada Z € analoga
as da DTFT. Nas propriedades apresentadas a seguir
supOe-se que

x[n]+~+X(z)comRDCR.

y[n]«~+Y(z)comRDC R,
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Linearidade: A transformada Z de uma soma de sinais €
Igual a soma das transformadas Z individuais, ou seja,

ax|[n]+ by[n]ﬂi-aX(z) +bY(2)com
RDCnominimo R_ R},
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x[n] = (%Jﬁu[n] — (%Tu[—n—l]ai-)((z) — (" 1}6_ 3J
2

1 3
com RDC — <] z |< —

2 2
1
(1Y 1\ s
Nn]= 1 uln] - 5 “[”]*—'*Y(Z)[ 1)( 1)
‘ z—— | z—=
comRDC|z|::>% -4 5

avaliar as transformadas Z deax/n] +by[n] .

Transformada Z 28



Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Propriedades da Transformada Z

Inversao no Tempo:

X[-nl=-X (lj com RDC };
Z

X

Ou reflexao, corresponde a substituir z por z™.

Transformada Z

29



Sistemas e Sinais
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Departamento de Engenharia Elétrica

Propriedades da Transformada Z

Deslocamento no Tempo:

X[n—n,]+=+z"X(z)com RDCR,

Transformada Z
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Propriedades da Transformada Z

Multiplicacao por Sequéncia Exponencial:
Admitindo que « seja um numero complexo
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Convolucao:

x[n]*y[n]~“+X(z)Y(z)

com RDC no minimoR_NR,

Transformada Z
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Diferenciacdo no Dominio Z:

nx[n]*-i-—szX(z) com RDC R,

Transformada Z
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Exemplo 7.7: Determinar a transformada Z do sinal
x[n] =n(=12) Juln]* (/4" uf-n]
Exemplo 7.8: Determinar a transformada Z do sinal
x[nf=a" cos(Qmn)ul[n]

Exercicio 7.4: Determinar a transformada Z de

2

x[n]:u[n—2]*(§yu[n]
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