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nversao da Transformada Z

O método das fragoes parciais usa 0 conhecimento de

C

C
C
C

Iversos pares de transformada Z basicos e as proprie-
ades da transformada Z para obtencao da transforma-
a Z inversa das funcoes de interesse. Admite-se entao

i B(z)
X(z)==
= i)
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Inversao da Transformada Z
Se M = N , pode-se realizar a divisao de polinOmios e
expressar X(z) naforma
| M-N . E(Z}
Xz )= 7+ ,.
| ;ﬂ A(z)

onde B(z) é o resto da divisdo B(z)/A(z) , que é um
polinOmio de ordem N-1.
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Inversao da Transformada Z

Em alguns casos, X(z) € expresso como a razao de
polindmios em z ao invés de z™ , por exemplo:

X(Z)zzz -2z+10  z [2—22 +10z )

322 —62z+9 32\ 1=2z2 4377

_1 4(2-2z7+1027
37\ 1-227 4327
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Inversao da Transformada Z

Aplica-se entdo o método das fracOes parciais para o ter-

Mo entre parénteses, e o fator 1 -1 € Incorporado poste-
3

riormente, através da propriedade do deslocamento no
tempo.
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Inversao da Transformada Z

ParaocasoemN>M
-1 M
b+bz" +...+b,,z

Hf:] (l o p}cz_l)

sendo p, 0s polos de X(z) . Se ndo houverem polos re-
petidos tem-se

X(z)=

X(z)= Zl 2
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Inversao da Transformada Z

A transformada Z inversa, associada com cada termo é
entao determinada usando-se o par

‘ \H A
A(p, ) u[n] <~ —"F— RDC|z|> p,
l1-p.z
4] Z A}c
—A(p, )'u[-n—1]<+— —,RDC |z |< p,
]‘_pkz :
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Inversao da Transformada Z

Se o polo p, for repetido » vezes, entdo haverao » termos
na expansao em fracOes parciais associados a este polo,
ou seja:

A A4,
l—pfz_lj(l—pfz_])zj ’ (l—pfz_l d
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Inversao da Transformada Z
A transformada Z inversa de cada termo é determinada
por
A(H+l)..-(n-|—m—l)(pi)nu[n]*ZF A :
(m—1)! (1-p,)

com RDC | z |> p,

ou | | y
_A(”Jrl)m(nJrm_l)(pz.)”u[—n—lj -

oL (1-p)"
com RDC | z | < p,
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Inversao da Transformada Z

Exemplo 7.9: Determinar a transformada Z inversa de

1-z7'4+2°

(1 = %z* )(1 —2z'f1-z7")

Exercicio 7.5: Refazer o exemplo anterior, supondo que

aRDCé;<Z<1

X(z)= ,com RDC 1<|z|<2
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Inversao da Transformada Z

Exemplo 7.10: Determinar a transformada Z inversa de

X(z)=2 107 242+44 ppeiz)<a
2z°=2z-4

Exercicio 7.6: Determinar a transformada Z inversa de

X(z2)=102 24241 ppei )5t
| 8z' +2z-1" 2
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Inversao da Transformada Z

Expansao em Serie de Poténcias: Este método de inver-
sdo é limitado a sinais unilaterais, ou seja com RDCs na
forma|z|<a ou|z|>a .SeaRDCfor|z|>a ,X(z)
serd expresso em poténcias de z— a fim de se obter um
sinal unilateral direito. Se a RDC for| Z |< @  entdo X(z)
Sera expresso como uma serie de poténciasem z , a fim
de representar um sinal unilateral esquerdo.
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Inversao da Transformada Z

Exemplo 7.11: Determinar a transformada Z inversa de

X(z)= T2 RDC|z|> L
1 2
1_52_1

, . . 1
Refazer o exercicio admitindo a RDC como | z | < 4

Inversao da Transformada Z
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

A saida y/n/ de um sistema LTI € expressa em termos
da resposta ao impulso ~#/n/ e a entrada x/ 7/ na forma:

yin]=h[n]*x[n] «<=— Y(z)=H(z)X(z)

Portanto, a funcao de transferéncia de um sistema LTI de
tempo discreto pode ser representado como a razao entre
as transformadas Z dos sinais de saida e de entrada do
sistema, ou seja Y(z)

H(7)=
=%z ,
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Uma vez que a equacao de diferencas de n-esima ordem
que relaciona a entrada x/ 7/ com a saida y/n/ pode
ser representada como

iaky[ n—kj =Z bx[n—k]

Uma vez que

wln—n,] SRS z"W(z)
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Pode-se obter a seguinte representacao no dominio Z
para a equacao de diferencas anterlor

Zaz Y(z) sz_‘I‘X(z)

Através desta ultlma expressao, obtem-se a funcao de
transferéncia do sistema em funcao dos coeficientes da
equacao de diferencas, ou seja

M o
Y(z) Zbkz

_ k=0

X(z) SN,

H(z)=
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Exemplo 7.13: Encontre a descricdo com equacao de
diferencas de um sistema com a seguinte funcio de
transferéncia:

| 5z+2
H(z)=—
z°+3z+2
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

A funcao de transferéncia de um sistema pode ser obtida
a partir da representacdo do sistema na forma de espaco
de estados, sendo o0 procedimento para 0S casos
continuos e discretos realizados de forma analoga. Sera
Inicialmente obtida a funcao de transferéncia para o caso
continuo dado por

q(t)=Aq(t)+ Bx(t) : sQ(s)=AQ(s)+BX(s)
y(t)=Cq(t)+ Dx(t) Y(s)=CQ(s)+DX(s)

Inversdo da Transformada Z 17
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Da primeira equacao do sistema representado no dominio
frequéncia obtém-se a seguinte relacao

(sI —A)O(s)=BX(s) mm) O(s)=(sI—A)"'BX(s)

Tal relacéo pode ser substituida na equacao da saida Y(s)
do sistema, resultando em Y(s)=/C(sI - A4)"'B+D]X(s)

logo *
P )= Y et -4 B+ D) |

X(s)
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Para o caso discreto realiza-se um procedimento similar
a0 caso continuo, ou seja:

:q[n+l]:Aq[n]+Bx[n] zQ(z)=AQ(z)+ BX(z)
:y[n]:Cq[n]+Dx[n] Y(z)=CQ(z)+DX(z)

Inversdo da Transformada Z 19
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Da primeira equacao para o caso discreto obtem-se

(z2I - A)Q(z)=BX(z) wep Q(z)=(zI - A)"BX(z)
Tal relacéo pode ser substituida na equacao da saida Y(z)
do sistema, resultandoemY(z)=/C(z[ -A)"B+D]X(z)

logo Y(z)

H(z)= =[C(zI-4)"B+D
(z) X(z) [C(zl =A)"B+D]

Inversdo da Transformada Z 20
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Analise com Transformada de Sistemas LTI

Exemplo 7.14: Determinar a funcao de transferéncia de
um sistema LTI que possul a seguinte representacao por
variaveis de estados:

_| 0 Ljja/n/| |0
g[n+1] = [_1 J LJH]}{Z}[M

g, [n] |
—/3 0
vin/=/ ]_%[w_
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Estabilidade e Causalidade

A resposta ao impulso de um sistema causal € zero para
n<0. Portanto, a resposta ao Impulso de um sistema
causal e determinada a partir da funcdo de transferéncia,
admitindo sequéncia unilateral direita.

Pblos dentro do circulo de raio unitario contribuem em
termos exponenciais decrescentes para a resposta ao
Impulso, ao passo que polos fora do circulo de raio
unitario  contribuirdo com termos exponenciais
crescentes.
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Estabilidade e Causalidade

Aim{z)}

X

Inversao da Transformada Z
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Estabilidade e Causalidade

AIm{z) \hfn)
O
K - o— o & ? T T 1} >
Refz} =
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Estabilidade e Causalidade

Exemplo 7.15: Um sistema apresenta a seguinte funcao
de transferéncia discreta:
H(z)= bt
1-0.9¢z" 1-0.9¢ *z% T
Determinar a resposta ao impulso do sistema supondo
gue a sequéncia resultante seja (a) convergente, (b)
causal.
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Estabilidade e Causalidade

Exercicio 7.8: Um sistema estavel e causal é descrito
pela equacao de diferencas

y[n]+31y[n—1]—;y[n—2]=—2x[n] +ix[n—1] :

Determinar a resposta ao impulso deste sistema.
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A Transformada Z Unilateral

A transformada Z unilateral de um sinal x/»/ é definida
como

X(z)=Sx[n]z"

n=>0

0 qual depende somente de x/n/ paran >0 , e sera
denotada por

x[n] <> X(z)

Inversdo da Transformada Z 27
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A partir da utilizacdo da transformada Z unilateral, sera
possivel a obtencao da resposta de sistemas descritos por
equacOes de diferencas, sujeitos a condi¢Oes Inicials.
Para a inclusdo de condicOes Iniciais, considera-se a
propriedade do deslocamento, admitindo w/n/ =x/n—1]

X(z)=Sx[n]z"

n=>0

sendo

Wiz)=S win]z"

n=0
28
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Reescrevendo W (z) emrelacdo a x/ n/ tem-se:

W(z):ix[n—l]z_”

= x[—l]+ix[n—l]z‘”,fazendom =n-—1

=x/-1]+ Zx[m],z_‘(””“
=x/-1/ +z_12x[m]z_m

=x/-1]+z"X(z)

29
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A Transformada Z Unilateral

Generalizando para um retardo de k unidades de tempo

x[n—k]ai-x[—k]+x[—k+l]z_l+...+
+x/=1]z""+z" k>0

A generalizacao para um avanco de k unidades de tempo
sera - _ _
x[n+kj]<—">—x/0]" —x/1]z"" —...-

+x[k-1]z+z"X(z), k>0 .
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A Transformada Z Unilateral

Exemplo 7.19: Considere o sistema descrito pela
equacao de diferencas

y[n]=09y[n—1]=x[n] .

Encontre a saida se aentrada x/ 7/ =u/n/ e se a condi-
¢ao inicial da saida for y/-17 =2 .
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A Transformada Z Unilateral

Exercicio 7.11: Determinar a resposta forcaday’ /7] e a
resposta natural y"/n/ , e asaida y/n/ do sistema des-
crito pela equacao de diferencas

vin/+3y[n—-1]=x/n]/+x[n-1]
sendo x[n]z(%yu[n] ey/-1/=1.
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