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1 Introducao

Existe um grande conhecimento acumulado e ferramentasapatiae e projeto
em tempo continuo. Uma forma de aproveitar esse conhe@ngentilizar o
computador para gerar sinais discretos que sejam equiealaos continuos. Essa
filosofia de projeto é chamado de emulacéo. O problema é &g obterH (z)
que aproxime as caracteristicasés).

Existem trés paradigmas de como fazer essa aproximacao:

1. Integracdo numérica
2. Mapeamento de polos e zeros

3. Equivaléncia de segurador

2 Integracdo Numérica

Existem técnicas de integracdo numerica bastante sofiaticatilizadas, por exem-
plo, para simular sistemas com modelos no espaco de estados por exemplo
as técnicas de Runge-Kutta. Aqui se esta interessado encdascsimples, de
passo fixo e lineares, de forma que a aproximagdo mantenhacteséstica de
linearidade do sistema.



2.1 Forward Differences (Aproximacao de Euler)

A derivada € aproximada por

y(k+1) —y(k)

JRT) = S (1)
Considerando o sistema de primeira ordem
y(t) + ay(t) = au(t) (@)
tem-se
sY(s) +aY(s) =aU(s)
e portanto
_Y(s)  a
G(s) = 0G) sta 3)
A aproximacao discreta de (2) utilizando (1) é
E+1)—y(k
ph ) =y | i
de onde tem-se
2Y(2) =Y (2) 4+ aTY (2) = aTU(z2)
e portanto
 Y(2) aT
Gi(2) = Ulz) z—-1+aT
a
= 4

Comparando-se (3) com (4) tem-se que para gbtey a partir dei7(s), basta
fazer a substituicdo de varaveis




2.2 Backward Differences

A derivada € aproximada por

A aproximacao discreta de (2) utilizando (5) é
y(k) —y(k —1)

T + ay(k) = au(k)

de onde tem-se

Y(2) = 27'Y(2) + aTY (2) = aTU(2)

e portanto
Y(2) aT
G = =
o(2) U(z) 1—z1—aT
B al'z
 z2(1+al) -1
B a
I+ %
a
G = 6

Comparando-se (3) com (6) tem-se que para abtej a partir deG(s), basta
fazer a substituicdo de varaveis
z—1
Tz

S =

2.3 Regra Trapezoidal (Aproximacao de Tustin, Transforma-
¢ao Bilinear)

A aproximacéo é dada por

y(k) + 9k —1) _ y(k) —y(k —1)

2 - T @
A versao amostrada de (2) é
g(k) + ay(k) = au(k)
y(k) = au(k) — ay(k) (8)



ou atrasado no tempo

y(k = 1) = au(k — 1) —ay(k — 1) (9)
Substituindo (8) e (9) em (7) resulta
1 y(k) —y(k —1)

5 (au(k) — ay(k) + au(k — 1) —ay(k — 1)) = T

de onde tem-se

e portanto

Y et
Gt(Z) - U(Z) - (1—}—%)2—}—%—
al(z+1)
(2+aTl)z+alT —2
al(z+1)
22+ al'z+al —2
aT(z+1)
22— 1)+ aT (2 +1)
Gi(2) = s (10)

2 (z—1)
TGy T @

Comparando-se (3) com (10) tem-se que para dBte) a partir deG(s),
basta fazer a substituicao de varaveis

22—1
§ ==
Tz24+1
Resumidamente, as aproximacgdes por integracdo numériesnpser vistas
na Tab. 1.

2.4 Mapeamento do Semiplano Esquerdo do planeno plano
4

2.4.1 Forward Differences
Utilizando a transformagéeo= 1 + T's, 0 limite de estabilidade = jw mapeia-
seemz = 1 + jTw. Ou seja, na regido mostrada na Fig. 1. Portanto, sistemas
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Tabela 1: Aproximacdes por integracdo numerica.

Aproximagao s — 2z zZ—s
Forward difference¢Euler) s=1 z=1+Ts
Backward differences s=%+ 2=
z 1—%33
1 1+5°

Aproximag&o trapezoidal (Tustin, bilinearys = 2= z =

z+1

—

5

estaveis no plangpodem tornarem-se instaveis quando mapeados:Eaesse
método.

b g
1

-1

Figura 1. Mapeamento da regido de estabilidade do plarmplanoz utilizando
forward differences

2.4.2 Backward Differences

Nesse caso, tem-se

1
1-Ts

1 2—(1—Ts)
2 " 21— Ts)

N~
—_

1Ts+
21—-1Ts

N——
médulo=1

quando
s=jw

+1 1 _1+
2 2 2

logo |z — | = 1, que representa um circulo de rgioentrado end, como mostra
a Fig. 2. Essa transformacéo mapeia sistemas estaveieansistemas estaveis
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em z. No entanto, nem toda a regido de estabilidade no pla@aitilizada no
mapeamento. Logo, € natural supor que a utilizacao dessddrenacao restringe
0 espaco de projeto, tornando a solugdo mais dificil casesejel caracteristico
de desempenho especificas.

Figura 2: Mapeamento da regido de estabilidade do plamoplanoz, utilizando
backward differences

2.4.3 Aproximacao de Tustin

Tem-se

Ts

z = ! i 2
~{_TIs

2
N——
médulo=1
guando

s=jw

logo |z| = 1, que representa o circulo unitario, como mostra a Fig. 3. rA-ap
ximacao de Tustin mapeia todo o semiplano esquerdoraeinterior do circulo
unitario emz. No entanto, embora exista uma congruéncia das regidesats-es
lidade h& uma grande distorcéo.



Figura 3: Mapeamento da regido de estabilidade do planwoplanoz, utilizando
a aproximacao de Tustin.

2.5 Prewarping

A distorcéo causada pela aproximacao de Tustin, pode sgraztsada para uma
determinada frequéncia de interesse (normalmente a fneiguée corte do sis-
tema). Considere, por exemplo

a
S+ a
Utilizando a aproximacao de Tustin, tem-se

H(s)=

a
Hr(z) = g2 7—
T ta

A funcéo de transferéncil (s) possui um polo em = —a e a sua poténcia é
dada por

a? 1

H(iw)l? = -
| (]w)| w2+a2 (Z—j—i—l

Portanto, emu = « a poténcia éH (jw)|” = :.

Agora considerando a aproximacéao discreta, frequéngiggossuem como
respostaf(z)| .7, 0U seja

z1=eI¥



a

2 edw1T _1
T eiw1T 41

HT(Zl) =

+a

HT(Zl) = 3 o T

e portanto a poténcia é

1 a
|Hr(21)* == = =
27 G () e 2
ou
2 ; w1 T ot 1 aTl
—tan| — | =a an| — | = —
T 2
e portanto

_2 ¢ al
wl—Taan 5

~ al al\ ~, aT
Note quew; ~ a se’ << 1= atan (<) ~ <.

a27‘r

Poroutro ladol << 1 = —22 << 1 = w, >> 7a.
Pode-se fazer umprewarpingpara garantir que a frequéncia de meia poténcia

continue sendw;. O procedimento é

1. EscreverH (s) na formaH (s/wy).

2. Substituitw; pora = 2 tan (%) para obtetH (s/a).

3. Substituirs = 22— para obterH,,(z).

O procedimento pode ser resumido como:

z—1
tan(w“}12T> ¥ + 1

Hy(2) = H(s/wi)|,—




3 Mapeamento de Polos e Zeros

Considere o sinal descrito por

y(t) = e~ cos(wt)u(t) (11)

S+«
Y(s)=
() (s + a)? + w?
gue tem poélos em
51 = —a+jw
S9 = —a— jw

A versdao discreta de (11)
y(k) = r* cos(0k)u(k)

comr = e T, § = wT e cuja transformadaé

1 z z
Y(z) == : .
(2) 2 <Z — rei? + z— re—39>

ou
z(z — rcos(f))
Y(z) = 2 2
22 —2rcos(f)z+r
gue tem poélos em
2 = re
Z9 = re9°
Logo,
2 = ret? = e Tl = g(-atiw)T
2y = Te—j@ _ e—aTe—jB _ e(—a—jw)T
ou



2 = €S1T

Z9 682T

SeG(z) € uma razdo de polindmios, pode ser expresso como uma soma de
fracGes parciais na formg— ou ﬁ Assim, o sinal discreto pode ser gerado
pela amostragem de um sinal continuo cuja relacéo entrd@s @ds e os polos
emz é dada por

z=eT (12)

e pode-se usar essa relacdo para mapear caracteristieas planos e o plano
Z.
[ Existem diversos valores dejue satisfazem a relacéo (12) para um determinado
valor des. Se
B 27
So = S1 + j?n
entao

s1T

e = 2T

Ou seja ocorre um fenémeno dikasing

I

E comum extrapolar-se este mapeamento também para os rE®gsta €
uma regra heuristica, sem comprovacao formal.

Assim, o procedimento para obter uma aproximagéao discegtaypna funcéo
de transferéncia continud(s) utilizando mapeamento de polos é:

1. Todos os polos dé& (s) sdo mapeados par= 7. Ou seja, s€(s) tem
polo ems = —a, H(z) tem um pélo emr = e~7T,

2. Todos os zeros finitos dé(s) também s&o mapeados po« 7.

3. O zeros d€1(s) ems — oo s@o mapeados efd(z) no pontoz = —1.

[ Mapear zeros no infinito em = —1 equivale a mapea-los na maior
frequéncia possivel, que no caso digital &=-1.

Opcionalmente um dos zeros @&s) ems — co € mapeado em — oo.

Ou sejaH (z) possui um pdlo a mais do que zeros no plano finito. Com
isso, a resposta ndo terd termo constante, Idg tera um atraso de um
periodo, o que deixa 0 computador com tempo para calculaab si

]
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4. O ganho é ajustado para ser igual ao ganhé/¢{€ no centro da banda
de passagem ou em outra frequéncia de interesse. No casiairas de
controle a frequéncia critica€= 0, que € equivalente ao ganho DC do
sistema e que corresponde a resposta em regime permanente.

H(s)|mg = H(2)| .y = 2= | =1

Exemplo 1
a

Hs) = 4

ajuste

zeroem deganho

§—00

—
(z+1) 5
H(Z) = P e—aT

1 — e—aT

pélo em
S=—a

ou mapeando um dos zeros no infinito:

1 —e ol
T el

H(z)

4 Equivaléncia de Seguradores

Considere o sistema continuo mostrado na Fig. 4(a), deswitd/ (s) e cuja
entrada é:(¢) e a saida ¢(t). Deseja-se obter a funcao de transferéncia discreta
Hj(z), tal que quando submetida & amostras.(f¢ gera uma aproximacao de
y(t), tal como mostrado na Fig. 4.

O equivalente discreto é obtido aproximando) a partir das amostras (k7),
de forma a obtefi(t) que € aplicado &/ (s). Existem diversas formas de fazer
essa aproximacao.

4.1 Segurador de Ordem Zero

Quanto é utilizado um segurador de ordem zero para abtgra partir dew* (k7),
tem-se a situacado mostrada na Fig. 5. Essa situacao é satealhmaodelagem de
um sistema amostrado. Portanto, tem-se

Hyo(2) = (1-21) 2 {H<S>}

S
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— H(S) —

(a) Funcéo de transferéncia continua.

u
——=lamostrador

(b) Sistema equivalente discreto.
Figura 4: Construcdo de um segurador equivalente.

u(b)a(t)

el N

- 7

Figura 5: Sinak(t¢), suas amostras e aproximagao por segurador de ordem zero.

t

4.2 Segurador de Triangular

Pode-se imaginar um segurador com a resposta impulsivaadagta Fig. 6. A
ideia desse segurador € interpolar as amostras atravégriderges de retas, ao
invés de manter constante o valor da ultima amostra, comtare§ig 7.

Tu(s) = L { (1 + %) (ot +T) — up(t)) + (1 _ %) (o () — o (t — T))}
- r {uo(t T — uo(t) + %uo(t +T) — %uo(t) +uo(t) — uo(t — T)

t t
— TUo(t) + ?Uo(t — T)}

t

Tu(s) = L {uo(t +T) + %ug(t +T) — %uo(t) —uolt = T) — o) + %uo(t - T)}
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T 0 Tt
Figura 6: Resposta impulsiva de um segurador triangular.

b ou(t)al(t)

t

Figura 7: Sinak(¢), suas amostras e aproximagao por segurador triangular.

el o) = (75w}

t
E{?UO(HT)} C 9T T

Por similaridade:
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Portanto:

e ( ) 6sT esT esT 1 e—sT 1 N e—sT N e—sT
s) = _ _ .
" 5 s2T s s2T s 2T | 2T p
—2+e¢T
Tuls) = s2T
Assim

Hiz) = Z{L{Tu(s)H(s)}) _z{cl{GST—“eST H(s)}}

T 52
_9 -1
_ Z +z Z{ }

B z—2z+1 {H }

) — <z—1> 2 {0

52

Em geral, ndo faz muito sentido utilizar-se um seguradoselépo em um
A/D, mas pode ser util em um D/A.
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