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1 Filtro de Kalman

O artigo de Kalman descrevendo uma solugéo recursiva paabtema de filtra-
gem linear de dados discretos foi publicado em 1960 [2]. &Ne&sma época 0s
avancos na tecnologia de computadores digitais tornoudygbssimplementacao
de solucdes recursivas para diversas aplicacées em tealpédssim, o filtro de
Kalman "pegou"quase que imediatamente.

Considere o sistema dinamico descrito por (1):

ok +1) = A(k)z(k) + w(k) (1)

ondez (k) é o estado do sistema(%) € a matriz que relaciong k) ex(k+1) sem
funcéo forgante @ (k) € um ruido branco com estrutura de covariédncia conhecida,
denominado ruido de processo.

A observacédo (medida) do processo € descrita por (2):

y(k) = C(k)x(k) + v(k) (@)

ondeC'(k) é a matriz que relaciona(k) e y(k) sem funcéo forcante e(k) é
um ruido branco com estrutura de covariancia conhecidayndi@ado ruido de
medida.

As matrizes de covariancia sao dadas por

Elw(k)w’(i)] = Pu(k)é(k — 1) (3)
E[o(k)o"(i)] = Py(k)d(k — 1) (4)
E[w(k)"(@)] = 0 (5)



Sejaz(k|k — 1) uma estimativa a priori do processo no instantbaseada no
conhecimento do processo até o instante 1. Definido-se o erro de estimacao
como

e(klk — 1) = a(k) — 2(k|k — 1) (6)

a matriz de covariancia associada(a|k — 1) sera dada por

P(klk—1) = E |e(klk —1)e" (k[k —1)]
= E|(a(k) = @(klk — 1)) (x(k) — 2(klk = 1)T] (7
Deseja-se, agora, utilizar a medigige) para melhorar a estimativapriori

z(k|k — 1). Para tanto, sera utilizada uma combinacéo linear da mediae
ruido com a sua estimatieapriori, conforme a expresséo (8)

E(k|k) = 2(k[k — 1) + K (k) (y(k) = C(k)Z(k[k = 1)) (8)

Obviamente, o ganh&' (k) deve ser determinado de forma que a estimativa
atualizada seja 6tima em algum sentido. Em particular,g@iZzado o critério do
minimo erro médio quadratico.

A matriz de covariancia associada com a estimativa atuki@gosteriorié
dada por

P(klk) = E[e(klk)e” (k[k)]
= E|(x(k) — 2(k|k)) (x(k) — 2(k[k))"] (9)
Substituindo-se (2) em (8) e a seguir em (9) tem-se
P(klk) = E{[z(k) — 2(k|k — 1) — K(k) (C(k)z(k) + v(k) — C(k)z(k|k — 1))]
[w(k) — &(k|k) — K (k) (C(k)a(k) + v(k) — C(k)2(k|k —1))]"}
ou
P(klk) = E{[z(k) — 2(k|k — 1) = K(k)C(k) (x(k) — &(k[k — 1)) + K(k)v(k)]
[w(k) — &(k[k) — K (K)C(k) (x(k) — &(k[k — 1)) + K (k)o(k)]" }

que pode ser rearranjado para



P(klk) = E{[(I = K(K)C(k)) (z(k) = 2(k[k = 1)) + K(k)v(k)]
(T = K(R)C(R) (@(k) — &(k|k) + K (k)o(k)] "}

Computando-se as esperangas, lembrando a expressao€{yélqu- z(k|k — 1))
ndo esta correlacionada com o erro de medi@a, pode-se escrever

P(klk) = (I — K(K)C(k)) P(klk — 1) (I — K(K)C (k)" + K (k)P,(k)K" (k)
(10)
Deseja-se encontrar o valor éi& k) que minimiza os termos da diagonal prin-
cipal deP(k|k), pois estes elementos s&o as variancias dos erros de &giid@ag
estado sendo estimado. Derivando-se (10) com relagé@:a e igualando-se a
zero tem-se

OP(k|k)
OK (k)

— —2(I — K(kK)C(k)) P(klk — 1)CT (k) + 2K (k) P, (k) = 0

=~ P(k|k = 1)C" (k) + K (k) (C(k)P(k[k = )CT (k) + Py(K)) = 0

ou

K(k) = P(klk — )CT (k) (C(R)P(Hk — 1)CT (k) + P.(k)) (1)

que minimiza o erro médio quadratico da estimacao e € derolmganho de
Kalman

A matriz de covariancia associada a estimativa 6tima padssiela substituindo-
se (11) em (10):

P(klk) = P(klk—1)
— P(klk — 1)CT (k) (C(k)P(k|k — 1)CT (k) +P,,(k))‘1 C(k)P(k|k —1)
)CT (K

|
i)

(k) (
(k) (CR)P(klk — 1)CT (k) + (k) C(k)P" (klk — 1)
+ P(klk —1)C7 (k) (CURP(k|k — 1)CT (k) + Po(k))
(CUR)PkIE = 1)CT (k) + Py(k))

(Ck)P(k|k = 1)CT (k) + Py(k)) LOR)PT (kK — 1)

(
(k|k — 1
(



que pode ser reescrita na forma

P(klk) = P(klk—1)
— P(klk = 1)C" (k) (C(k)P(k|k — 1)CT (k) + Pv(k))_l C(k)P(k|k —1)

ou ainda, utilizando-se (11),

Pk|k) = P(k|k — 1) — K (k)C(k)P(k|k — 1)

ou

P(klk) = (I = K(k)C(k)) P(k|k — 1) (12)

Note que a expressao (10) é vélida para qualquer gatikg, 6timo ou subo-
timo, enquanto a expresséo (12) é valida apenas para o gamw 6

Tem-se portanto um método para obter a estimativa Gfithg:) a partir de
z(k|k — 1), P(k|k — 1) e da medida/(k) obtida no instanté. No entanto, no
instantek + 1, para que a medidg k + 1) possa ser incorporada serdo necessarios
z(k+1|k) e P(k+1|k). Ou seja, € preciso projetar a estimativa atualizgd@ak)
para o instanté + 1. Isto pode ser feito através da expressao (1), ignorando-se
a contribuicdo dev(k) porgue possui média zero e ndo € correlacionado com 0s
seus valores anteriores. Isto é:

T(k + 1|k) = A(k)z(k|k) (13)
A matriz de covariancia do erro associado(& + 1|k) é obtida a partir de:

e(k+1k) = a(k+1)— 2k +1[k)
= (A(k)z(k) +w(k)) — A(k)2(k|k) = A(k)e(k|k) + w(k)

Comow(k) e e(k|k) sao descorrelacionados, pode-se escrever

Plk+1k) = E [e(k+1]k)e" (k + 1|k)]
= E[(A(k)e(klk) +w(k)) (Alk)e(k|k) +w(k)T]
= A(k)P(k|k)AT (k) + Py (k) (14)
As expressoes (8), (11), (12), (13) e (14) séo as expressdisalde Kalman

recursivo. Note que as expressodes (11), (12) e (14) néo depede variaveis do
sistema (apenas de parametros) e portanto podem ser dalswifaline.
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2 Filtro de Kalman para Sistemas com Entradas De-
terministicas

Em grande parte das aplicacbes em controle, 0os processssasipdos devem
ser estimados possuem entradas deterministicas, ou seja
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) + w(k) (15)

ondeB(k)u(k) representa uma entrada deterministica.

Como o sistema € linear, pode-se utilizar superposicaosdenar as entradas
aleatdrias e deterministicas separadamente. O filtro dedtahecessita ser um
pouco modificado para tratar este tipo de sistema. A UnicafitagBo necesséria
€ na expressédo da proje¢do da estimativa (13) que passara a se

2k + 1|k) = A(k)(k|k) + B(k)u(k) (16)

3 Exercicios
A figura 1 mostra um esboco do processo térmico PT236 da Feledbtilizando-

se um periodo de amostragem 2k pode-se obter o seguinte modelo discreto
para este sistema:
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Figura 1: Processo Térmico PT326.



[ n(k+1) ] _ [ L22m 10 ] . " [ o ] u(k) +w(k)

y(k)=1]1 0] 22’8 + (k)

comP,(k) = 0.011 e P,(k) = 0.04.

1. Simule a resposta do sistema ao degrau pafa [0, 150] e apresente 0s
graficos dex; (k), z2(k) ey (k).

2. Utilize o filtro de Kalman e obtenha uma estimativa paratadesdo sis-
tema. Apresente os graficos de:), z,(k), z2(k) e da diagonal principal
da matriz de covariancia.
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A Resultados Uteis

Lema 1 (Lema de Inversao de Matrizes[1])SejamA, B, C' e D matrizes tais
queA, C e (A + BCD) sejam inversiveis, entédo

(A+BCD) ' =A™ —A7'B(C + DAT'B) ‘DA (17)

Prova 1 Pré-multiplicando-se ambos os lados de (17) pér+ BC D) tem-se:

(A+BCD)(A+BCD)™ = (A+BCD)A™ ~(A+BCD)A™'B (C™' + DA™'B) ' DA™

I=1+BCDA™ — (I+BCDA™)B(C™' + DA‘lB)_l DA™
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1=1+BCDA™" — (B+BCDA™'B) (C™' + DA—lB)‘1 DA™

Colocando-sé88C em evidéncia no terceiro termo, tem-se
I=1+BCDA™ — BC(C™'+DA™'B) (071 + DA—lB)‘1 DA™

I=1+BCDA'— BCDA™!

e portanto



