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1 Introducao

Para projetar um sistema de controle é usualmente necedgpor de um mo-
delo da planta. Em alguns casos, estes modelos podem siyatiavés de leis
fisicas (enfoque da caixa-branca). Em outros casos, pameardossivel obter
o modelo desta maneira. Nestes casos, talvez seja possfeelse um modelo

através da observacéo da resposta do sistema a entradasaaia® (enfoque da
caixa-preta), como mostrado na figura 1. Este procedimedéméminadaden-

tificacdo de sistemas
Os principais elementos do problema de estimacao paraané&o:

1. Classe de modelo

(a) complexidade
(b) adequacao

2. Critério de desempenho

(a) escolha da estrutura
(b) escolha da ordem
(c) estimacéo dos parametros

3. Condigbes experimentais

(a) condicdes de operacao
(b) validade do modelo
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Figura 1: Diagrama de blocos basico para identificacdo tensis.

(c) qualidade do modelo
4. Algoritmo de Estimacao

(a) on-line
(b) off-line
(c) garantias
I. convergéncia da saida
ii. convergéncia dos parametros
iii. taxa de convergéncia

iv. robustez
A. aruido
B. a dindmica ndo modelada

C. aerros numéricos

5. Uso de conhecimentopriori

(a) restricdes estruturais
(b) valores de parametros
(c) faixa de valores de parametros



Neste curso o interesse é basicamente em algoritmos deag&tion-line
devido a sua maior aplicabilidade para controle adaptativo

Quando a estimacao € realizaolling torna-se necessario obter uma esti-
mativa atualizada dentro do tempo entre duas amostrassstaes Portanto, €
altamente desejavel que o algoritmo seja simples e facterieplementavel.

Uma classe particularmente interessante de algoritmdme € quando a es-
timativa atuab(t) € computada em fungéo das estimativas anteriores, sejd@uan
se tem uma estimativa que pode ser computada recursivamente

2 Método dos Minimos Quadrados

Seja um sistema representado por um modelo ARX

y(t+1) = ay(t)+- - +apy(t—p+1)+byu(t)+- - -+bu(t—q+1)+w(t+1) (1)

ondew(t + 1) € um ruido gaussiano.
O modelo (1) pode ser reescrito na forma:

y(t+1) = o7 ()0 + w(t + 1) (2)
com

a1

0= |.,”| ,denominado vetor de parametros

o(t) = ylt ;£)+ 1) , denominado vetor de regressao.

Lu(t —q+1)]
O problema de identificacao consiste em determinam base nas informa-
coes (medidas) dg(t + 1) e¢(t) parat = 0,1, ..., n.

LAutoRegressive with eXogenous inputs.
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Para solucionar este problema pode-se formula-lo com ublggma de otimi-
zagao com custo a minimizar:

=

n—
2

J(n,0) = (y(t+1) — " (t)0)

S|

t

ondey(t + 1) — ¢* ()0 é o erro de predicéo.
Mais formalmente tem-se

Il
=)

O(n) = Arg min.J(n,0)
9 3)

gue pode ser escrita na forma

~

O(n)= Arg min (Y(n)— ®(n)0)" (Y(n) — ®(n)h)

com

¢ (n—1)
Assim, (3) pode ser resolvida fazendo-se

0J(n,0)
o9 0=0(n)

=0=—28"(n)Y(n) + 28" (n)®(n)d(n)
Logo

0(n) = (@"(n)®(n))

Definindo



tem-se .
in+1) = P(n) S o(ty(t +1) 4)
e .
Pl = S 66T
= S0 + G (n)
= Pn—1)+ 6(m)é’ ()
ou

-1

P(n) = (P '(n—1)+¢(n)o"(n))
— P(n—1) = P(n—1)¢(n) (¢"(n)P(n — )g(n) + 1) ¢"(n)P(n—1)

Obs 1 :Lema de inversao de matrizes:

(A+ BCD)' =A™ —A7'B(C™' + DA™'B) "' DA™

L
Utilizando-se o Lema de Inversédo de Matrizes cdm= P~'(n — 1), B =
#(n),C =1eD = ¢"(n), pode-se calcular

P(n —1)¢(n)¢" (n)P(n — 1)

P(n)=Pn—1)——— ¢T(n)P(n —1)p(n)

De (4) tem-se



On+1) = P(n)> o)yt +1)

~ P@) _¢umu+n+¢mwm+1ﬂ
B P(n— 1)¢(n)¢" (n)P(n — 1)\ [ <~
= (P 0= TR e ><ho

e expandindo-se o produto resulta

On+1) = n—1§:¢ 1)+ P(n — 1)¢(n)y(n+1)

P(n — 1)é(n)é" (n) n—1
T+ T (m)P(n— 1) §:¢
P(n — 1)é(n)é" (n) P m—n

T TP De(m Y

Substituindo-se (4), atrasada de um periodo de amostrapega-se a:

On+1) = O(n)+ Pn—1)on)y(n+1)
P —=1)¢(n)¢"(n) i(n)

1+ ¢T(n)P(n —1)¢(n)
P(n—1)¢(n)¢" (n)P(n —1)
14 ¢T(n)P(n —1)¢(n)

e agrupando-se 0s temos eim)y(n + 1) tem-se

¢(n)y(n+1)

O(n+1)=0(n)+

+ﬂn—D+P@f4MWmPW—JW@J—PW—1WWWWMPW—D

Yoty +1) + d(n)y(n +1)

L4 ¢"(n)P(n = 1)¢(n)
P(n—1)¢(n)¢" (n)

T T T Pln - D) "

ou

)

¢(n)y(n +1)



X o P(n—1)
On+1) = 0(n)+ 14 ¢T(n)P(n —1)¢(n)
Pln 16 () 5

1+ ¢T(n)P(n—1)¢(n)

¢(n)y(n+1)

gue pode ser reescrita como

O(n+1) =0(n) + o ¢I;EZ)1_D(12L¢—(nl))¢(n) (y(n +1) — ¢T(n)é(n))

Portanto, a solucdo para o problema (3) pode ser obtida deafoecursiva
atraves de

O(n+1) = O(n) + K(n) (y(n + 1) = 6" ()

P 1)é()
B0 = T3 ) Pl — Do)

P(n) = (I — K(n)¢"(n)) P(n—1)

Algoritmo: )
Inicialize ¢(0), #(0), e P(—1) = ¢I. No instante: + 1:

1. leiay(n+1)

2. Calcule o valor predito da saigén + 1)
j(n+1) = ¢"(n)f(n)

3. Calcule o ganhdé (n)

Pl 1)o(n)
K = T o )Pl — Do)

4. Atualize a estimativa

~ ~

On+1)=0(n)+ Kn)(yn+1)—gn+1))

5. Armazend(n + 1) para resumo gréfico



6. Atualize a matriz de covariancia

P(n) = (I — K(n)¢"(n)) P(n—1)

7. Incremente: e retorne ao passo 1

3 Intervalos de Confianca

Suponha que

NG (é(n> - 9) ~ As N(0, P)

ondeP é a matriz de covariancia do erro de estimacétsedenota assintotica-
mente.
Ent&o o i-ésimo componente dgn) satisfaz

NG (éi(n) - ez) ~ As N(0, B)

sendoP; o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de covariancia ot d

estimacdo, ou seja
n ~

(& J/
'

=7
Logo, definindoy como mostrado na figura 2
tem-se

zo /2

P{w:—z2a/2< 7 < za/2}) 2 / f(2)dz

—za/2

1-— =1—-«a

_ /_Zf(z)dz—/w/zf(z)dz— TR -

—00 za/2

N o
N o

que implica

P ({w L —za/2 <

De onde pode-se escrever

S ‘|3

(e}(n) - ei) < za/z}) —1-a



Figura 2: Definicao dev.

P ({w : (éi(n) - \/:za/2> <6; < (e}-(n) \/:za/2) }) ~1—a

sendo a aproximacao tanto melhor quanto maior
Logo, para uma dada estimati¥gn), o intervalo de(1 — «) x 100% de
confianga para o parametfpé dado por

0;(n) — \/%zaﬂ < 6; < 6(n) + @ZQ/Q (5)

Exemplo 1 Para« = 0.05 tem-se que um intervalo dé — «) x 100% = 95%
de confianga corresponde av/2 = 20.025 = 1.96 (da tabela de densidade
gaussiana).

-

Obs 2 : Para o caso ARX, pode ser mostrado que

P =0"E [¢(t)¢"(1)] " ondes® = E [w(t +1)]

Em geral, P ndo pode ser calculado a priori, pois depende da variancia do
ruido e do vetor de parametrés



Contudo,P pode ser estimado:
n—1 -1
- 1
n t=0

1
6%(n) = - eA(t+1,0)

com

sendoe(t + 1, 6) o erro de predicao.

Neste caso, deve-se formalmente substiwjf2 em (5) porta /2 e consultar
a tabela da densidadede Student. Contudo, paragrande (tipicamente- 100)
pode-se utilizar com erro desprezivel, a densidade ganasia

L

Teorema 1 ([2]) Se o sistema identificado for exponencialmente estavelae p
sado é esquecido exponencialmente”),

n—1 n—1
1 1
= U(e(t+1,0) = = > E[l(e(t+1,0))]
n t=0 , fl t=0 ,
V(n0 e

[(e(t + 1,0)) for trés vezes diferenciavel em relacaé ac e estas derivadas sa-
tisfizerem algumas condicdes técnicas (vide [2] para degllentdq,/n (é(n) — 6)
€ assintoticamente normal com média zero e matriz de cowzaa

P=(@"(0)" U@
onde

@(0) = lim w(n,0) — U = lim E [nV'(0) (V'(0))"

n—o0 n—o0

4 Exercicios

1. Seja um sistema eletromecanico como da figura 3 com os pagENM

10



f

Figura 3: Sistema eletromecanico.

=0

= 0.2Q

= 0.06V/rad/s

300 x 10~ kgm /A

= 7.33 x 10 °kgm/rad/s*
= 6.67 x 10" *kgm/rad/s

= 10ms

'ﬂ&ﬁk‘ﬂwﬁa‘m?
I

Simule a saida da planta para uma entrada degrau unitarpadw que a
planta esta sujeita a um ruido gaussiano com média zeroémuei

(@) 02 = 0.01
(b) 0?2 =0.1
Apresentar os graficos dgt).

. Para a mesma planta do item 1 simule o algoritmo de ideagéic RLS
para uma entrada degrau unitario e supondo que a plantaugsta 8 um
ruido gaussiano com média zero e variancia

(@) o2 =0.01
(b) 0?2 =0.1
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Apresentar os gréficos das estimativag: + 1) e by(n + 1). y(t), 4(t) e
elementos da diagonal de&(t).
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A Lema de Inversao de Matrizes

Lema 1 (Lema de Inversédo de Matrizes[1])SejamA, B, C' e D matrizes tais
queA, C e (A + BCD) sejam inversiveis, entéo

(A+BCD) ' = A" —A'B(C' + DA™'B) ' DA™} (6)

Prova 1 Pré-multiplicando-se ambos os lados de (6) pdr+ BC' D) tem-se:

(A+BCD)(A+BCD)™" = (A+BCD)A™' —(A+BCD)A™'B (C™' + DA™'B) ™' DA™
[=1+BCDA™ — (I +BCDAY)B(C™' + DA™'B) "' DA™

[=1+BCDA™ — (B+BCDA'B) (C™' + DA™'B) "' DA™
Colocando-sé3C em evidéncia no terceiro termo, tem-se

[=1+BCDA™ —BC(C™ '+ DA™'B) (C"' + DA™'B) ' DA™

I=1+BCDA'—BCDA™!

e portanto



