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1 Introducao

Considere o sistema mostrado na Fig. 1.

r(kT) &*(kT) u* (kT) u(t) y(t)
@—» computador = D/A planta -

g (kT) y(t)

A/D SENSOor =

Figura 1: Diagrama de blocos de um sistema amostrado.

Assume-se que o A/D amosty&) em instantes de tempo discretos e os passa
ao computador (abstrai-se o fato de que existem erros nordens tarefa do
computador é obter estas amostras e computar o sinal d®lecatser enviado
através do D/A. O A/D e o D/A serdo abordados posteriormeAtpii se esta
interessado no tratamento dos dados realizado pelo codguuta

Sejam os sinais de erro até o instahtdados pofe(0),e(1),--- ,e(k) e 0s
sinais de saida anteriores ao instante(0), u(1),- - - ,u(k —1). O préximo sinal
de controle serd dado por alguma fun¢éo na forma (1):

u(k) = f(e(0),e(1),--- ,e(k),u(0),u(l),...,u(k — 1)) (1)



Se esté interessado em sistemas lineares de dimensaddoritanto, assume-
se quef(-) é linear e depende de um numero finito de valores dee u(-). Logo
tem-se

u(k) = —aru(k—1)—agu(k—2)—- - -—a,u(k—n)+boe(k)+bre(k—1)+- - -+bpe(k—m)
(2)

gue é denominada equacéao de recorréncia ou equacao achferen

[ Arigor, (2) ndo € uma equacao a diferencas. No entanto, pedeestrar que

ela é equivalente a uma equacéo a diferencas:

Definindo
Au(k) = u(k)—u(k—1)
A*u(k) = Au(k) — Au(k —1)
A"u(k) : A" (k) — A" (k- 1)
logo

uk—=1) = u(k) — Au(k)

u(k — 2) : u(k) — 2Au(k) + A*u(k)

Assim, uma equacéao de recorréncia d®@@em, por exemplo, com, ay €
bo#Oeb1:1)2:Oé

u(k) = —aju(k — 1) — agu(k — 2) + boe(k)
pode ser escrita como

u(k) + al (u(k) — Au(k)) + as (u(k) — 2Au(k) + A*u(k)) = boe(k)
ou

aaA?u(k) — (a1 + az) Au(k) + (az + a1 + 1) u(k) = boe(k)

Embora as duas expressfes sejam equivalentes, a formaalgiegle recor-
réncia & mais conveniente para implementacado no computoianto, esta sera
a forma utilizada, embora continue a ser chamada de equatjiesencag
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2 Solucéo de Equacdes a Diferencas

Seja a sequéncia de Fibonacci dadayén = u(k — 1) + u(k — 2), dadosu(0)
eu(l).
Supondau(0) = u(1) = 1, tem-se

w(k)=1,1,2,3,5,8,--- parak = 2,3, - -

Pode-se perceber que nesse cagé) cresce indefinidamente. Se fosse a
saida de um sistema, o sistema seria instavel. Por outrodaddk) converge
para algum valor quando —> oo, 0 sistema é estavel.

Deseja-se obter um método para determinar se uma equacérendas €
estavel ou ndo, e se ter uma ideia da forma da solucdo, semgrrezsolve-la
explicitamente.

Uma forma de resolver este problema é assumir uma forma dedsopara
a equacao com constantes a determinar e obter os valoresrddarntes a partir
das condig¢des iniciais.

Para equacdes diferenciais ordinarias, continuas contarues lineares, a
solucéo tem a forma, que na forma discretizada see¢id*”) ou ainda(e“T)k =
A\F. Assim, a forma geral da solucéo da equacao a diferencas\$eri

Para o caso da sequéncia de Fibonacci, tem-se

wk) =u(k — 1)+ u(k —2)
Supondau(k) = ANK, tem-se

ANV = AN AN2

Assumindo-se quel # 0 e A\ # 0, pode-se dividir pord e multiplicar por
A%, resultando

1=X1t4 22
ou
MM —-1=0
eportanto
1
A:_iﬁ
27 9

ou ainda)\; ~ 1,618 e \y ~ —0,618.
Logo,



Utilizando as condig@es iniciais((0) = u(1) = 1), pode-se determinar as
constantes de

1 - Al —|—A2
1 =A1 + Ay

que resulta

1++5
A = +\/_zo,7236

2v/5
51

Ay = V5 ~ 0, 2764
2v/5

E portanto, a solugédo da equacéo &

u(k) = 0.7236 (1,618)F +0.2764(—0,618)F
N—_——
cresce
indefinidé:lmente

quandok
cresce

A equacao em\ obtida ao fazer-se(k) = A\* é chamada de equag&o carac-
teristica e € uma equacao polinomial amPortanto, em geral, possui solucées
complexas. Se alguma das solucdes estiver fora do circitoriono plano com-
plexo', a equacio a diferencas sera instavel para alguma condici@bfinita. Se
todas as raizes do polinGmio caracteristico estiverenraeot circulo unitario,
entdo a equacéo a diferencas sera estavel, como mostraza Fig.

3 Aproximacéao de Equac6bes Diferenciais por Equa-
cOes a Diferencas

Considere o problema de obter uma expresséo recursiva palaubocde uma
aproximacao para a integral

u(t) :/0 e(t)dt (3)

utilizando apenas valores dé&) amostrados.

10u seja, sé\| > 1.



instavel instavel

instavel instavel

Figura 2: Plano complexo.

Assumindo que se tem uma aproximacao para a integral noniagta- 1,
u(k — 1), o problema é obter uma expressao pgia. E possivel obter-se diver-
sas solucdes diferentes para este problema, dependendmideagroximacdes
sao feitas, mas trés tipos de aproximacdes sao particulggnrgeressantes em
problemas de controle, devido as suas propriedades

e Forward Differences

Nesta aproximacao considera-se que o valefteno intervalo((k — 1)T', kT)
é constante e dado pef(k — 1)T") = e(k — 1), como mostra a Fig. 3.

Consequentemente, tem-se

u(k) =u(k —1)+Te(k —1) (4)

e Backward Difference

Nesta aproximacao considera-se que o valeftleno intervalo((k — 1)1, kT)
é constante e dado pefkT) = e(k), como mostra a Fig. 4.

Consequentemente, tem-se

u(k) =u(k — 1)+ Te(k) (5)

2Estas propriedades serfo estudadas em detalhes futugament
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Figura 3: Aproximacao forward differences.
A oe(t)
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Figura 4. Aproximacao backward differences.

e Regra do Trapézio

Nesta aproximacao considera-se que o valefteno intervalo((k — 1)1, kT')
é constante e dado pela média ent(ék — 1)T") = e(k — 1) ee(kT) =
e(k), como mostra a Fig. 5. Esta aproximacg&o também é chamadaaile ap
ximagao bilinear ou aproximacao de Tustin.

Consequentemente, tem-se

u(k) =u(k—1)+ g (e(k) +e(k—1)) (6)

[ E possivel obter aproximagdes equivalentes partindo-seeddio diferencial
de (3):
du(t)

e(t) = o (7)




R

Figura 5: Aproximacao de Tustin.

de forma que as aproximacdes tornam-se:

e Forward differences

e(k) = - (8)
e Backward differences
(k) = u(k) —;(k - 1) ()
e Regra do trapézio
(k) = 248 _;ﬂ(k =Y o (10)

]

Pode-se observar que as equacdes a diferencas podemizadasipara apro-
ximar equacdes diferenciais que representam sistemesdisEssas equacdes a
diferencas sdo semelhantes as estudadas anteriormendéte, p&o sdo homogé-
neas. Embora existam diversos métodos para resolver espiagiiferencas nao
homogéneas, o método de interesse aqui consiste em camsigerte ndo homo-
génea da equacao como entrada de um sistema cuja saidaagealNaimogénea,
como mostrado na Fig. 6.

Se a equacgdao a diferencas for linear e com coeficientes otestgpode-se
descrever arelagdo entrék) ee(k) atraves de uma funcéo de transferéncia. Essa
funcao de transferéncia sera definida utilizando-se aftranadaz. A transfor-
madaz transforma uma sequéncia de numeros em uma funcao da Variave
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S sistema

Figura 6: Sistema representado por uma equacéo a diferencas

4 Transformada z
Considere o sinal discreto
(1) k=0

?J(lf) = {(%)—k <0

Esse sinal pode ser representado por uma sequéncia infinita:
1\* /1 1 1\’
S1=<.-.. (= i T Z e
RORORONORES,
ou ainda por uma série infinita

1\’ 1 1 1\°
= (5) 2o (g) e () e (5) e
onde z pode ser encarado coo um marcador de posicdo dos elemenfs de

Assim, para os valores depara 0os quais a série converge, pode-se obter uma
representacao compacta para o siff&). Reescrevends, na forma:
§2— oy (2 2z2—|— A I P e 2z_2+---—1:S’+S”—1

9 9 4 4 22

ondesS, converge par&| < 9 e S converge parg| > ;.

e portanto
352




Figura 7: Regido de convergéncia.ge

A regido de convergéncia d& pode ser vista na Fig. 7.
Na regido de convergéncid; é denominada transformadaley(k) e repre-
sentada poZ[y(k)] = Y (z).

Definicdo 1 (Transformada z) Seja um sinal com valores discretos, e(—1),
e(0),e(1),---,e(k),---. Asuatransformada é

E(z) = Zle(k)] = ) e(k)z*, comry < |2 < Ry

k=—oc0

assumindo que se pode encontrar os valegesR, que delimitam uma regido no
plano complexo para a qual a série converge.

Exemplo 1 Calcular a transformada do sinale~*«(t) amostrado com um pe-
riodoT.

e(k) = e "y (kT)



5 Funcéao de Transferéncia

Considerando o caso da integracdo pela regra trapezoidalsdeum sistema
como o mostrado na Fig. 8

e(k) u(k)

EEE— h EEE—

Figura 8: Funcao de Transferéncia.
cuja saida é dada por

u(k) =u(k —1)+ g (e(k) +e(k—1)) (11)

Deseja-se obter a funcéo de transferéiitia) que representa (11. Para tanto,
multiplica-se (11 pot—* e soma-se erh, resultando

Z u(k)z™* = Z u(k —1)z7F —i—% ( Z e(k)z™" + Z e(k — 1)zk>

k=—00 k=—00 k=—o00 k=—o00
U(z) = i u(k — 1)z~ *=D=1 4 % (E(z) + i e(k — 1)z(k1)z1>
k=—0c0 k=—00
U) = UE): + 5 (BG) + B(z)2)
U() = G B()
U(z) Tz+1 _

= H(z) = fungdo de transferéncia da integragéo trapezoidal
E(z) 2z-1

Para o caso geral, tem-se
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u(k) = —aju(k—1)—agu(k—2)—- - -—a,u(k—n)+boe(k)+bre(k—1)+- - -+be(k—m)

bo+ b1zt by
H(z) _ 2% 12
l4+az7t+---Faz™
Sen > m, pode-se escrever na forma

bt b T b2 D(2)

a4 tay, a(z)

H(z)

6 Significado Fisico de:

SuponhaH (z) = 2%

k_z u(k)z"F = z_lk_z e(k)z"F
ki: u(k)zF = zlki e(k — 1)+
i u(k)z"*F = i e(k — 1)z~ k-1
ki u(k)z™" = ki e(k—1)z"

u(k) = e(k—1)

Assim, a funcéo de transferéncia! significa o sinal de entrada atrasado por
um periodo de amostragem, como mostra a Fig. 9.

E(2) U(2)
e(k) uk)=e(k-1

Figura 9: Funcdo de Transferéneia.
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7 Espaco de Estados
Seja,

Y(z) bz +biz™ 4 by D(2)
U(z)  2"+azt+-+a, az)

Y(z) = MU(z) = b(2)=(2)

(2" +a2" "+ +a,) E(2) = Ulz)

2"E(2) = U(2) — a12" '2(2) — ag2" 22(2) — - -+ — a,Z(2)

Passando para o tempo,

Ek+n)=ulk)—a&(k+n—1)—al(k+n—2)— - —a,&(k)

Definindo

ri(k+1) =ulk) —arxi(k) —agxi(k—1) — - —apzi(k —n+1)
= a3(k) =z1(k — 2)

8
3
N

I
=
=

|

S

+

—_
~—
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r1(k+ 1) = —ayz1(k) — agwa(k) — -+ — apzn (k) + u(k)

xn(/f +1)=x,-1(k)

Definindo

k
(k)= | 7. 7| = estado do sistema

pode-se escrever

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) = equacgéo de estado

com
-—CL1 —Q2 —CLTL-
1 0 0
A= 0 1 0
00 1|
1
0
B=.
0

Y(z) = (boz™ + 012"+ 4 b)) E(2)
y(k) = bo&(k+m) +b1&(k+m—1)+ -+ b,&(k)
Sem<n=m=n—1,1>0:

E(k+m)=¢&k+n—1i)=ux4k)

e é possivel escrever
y(k) = Cx(k) = equagdo de saida
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com

C:[O cee by by e bm]

Sem =n:

Ek+m) = &k+n)=x1(k+1)
Ek+m—1) = &k+n—1)=ua1(k)

Ek+m—1i) = &k+n—i)=uxzk)

Ek+m—mn) = &k) = (k)

e é possivel escrever

y(k) = bo(—a1x1(k) — agxa(k) — -+ — apxn (k) + w(k)) + byxi (k) + baxa (k) +
+ oot byan(k)
y(k) = (b — arbo)x1(k) + (by — agbo)za(k) + - - - + (by — anbo)xn (k) + bou(k)
y(k) = Cuz(k)+ Du(k)
com
C = [(bl — albo) (bQ — agbo) v (bm — anb0>:|
e
D= b()

Assim, paran > m, € possivel escrever o modelo no espaco de estados na
forma

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cux(k)+ Du(k)
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7.1 Forma Candnica de Controle

A forma do modelo no espaco de estados obtida nas equacaes @cdenomi-
nada forma candnica de controle, porque permite verificainspecao a relacao
entre o sinal de controle e as variaveis de estado do sistBxiatem diversas
outras formas de obter-se um modelo no espacgo de estadds dgpama funcao
de transferéncia, resultado em modelos escritos em owmas$, portanto, com
propriedades diferentes.

Uma mesma funcédo de transferéncia pode ter diversas ig@izao espaco
de estados, dependendo de como séo escolhidas as varigestado.

7.2 Forma Candnica de Observacao
Seja

Y(2)  bo2" 4+ 012" 4 by
U(z)  z2n+ab™ '+ +a,

Caso a ordem do numerador seja menor do que a ordem do denominad

tem-se os primeiros = 0.

Y (2)+ a1 2" Y (2) 4 a,Y(2) = bo2"U(2) + 012" MU (2) + - -+ b,U(2)

boU(2) —a,Y(2) = 2"YV(2)+a12" 'Y (2) +- +a, 12Y(2)

— bp2"U(2) — 12" MU (2) — -+ — by12U(2)
Definindo
xn(k + 1) £ bnu(k) - any(k) (12)
tem-se
2Xn(2) = b,U(2) — a,Y(2)
e portanto

Xo(2) = 2" () 4+ a2 Y (2) 4 a1 Y(2)
boz" U (2) — b12"2U(2) — - — b, 1U(2)

ou ainda
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Xo(2) + by 1U(2) —an 1Y (2) = 2"V (2) +a12" Y (2) + - + an_22Y (2)
boz"tU(2) — by12" 2U(2) — - — by_22U(2)

Definindo

Tt (k+1) 2 2,(k) + bp_ru(k) — an_1y(k) (13)

tem-se

2X5-1(2) = Xp(2) + 01U (2) — an-1Y(2)

Executando-se o procedimento acima repetidas vezes skaga-

Xo(2) +01U(2) —a1Y(2) = 2Y(2) — bpzU(2) (14)
Definindo-se

z1(k +1) £ 29(k) + byu(k) — ary(k) (15)

tem-se

2X1(z) = Xo(Z2) + 01U(2) — a1 Y (2)
que substituida em (14) resulta

2X1(2) = 2Y(2) — bpzU(2)

de onde

Xi(z) =Y(2) = bU(2)

Passando para o dominio do tempo e rearranjando

y(k) = 21(k) — bou(k) (16)
Substituindo (16) em (15), (13), e (12) resulta

r1(k+1) = zo(k) —arxi(k) + (by — arbg)u(k)

Tpo1(k+1) = z,(k) —ap—121(k) + (bn—1 — an—1bo)u(k)
zo(k+1) = —ayxi(k) + (b, — anbo)u(k)
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gue pode ser escrita na forma candnica de observacéao

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cuzx(k)+ Du(k)

com

[ —a¢;, 100 --- 0 0]
—ay 0 1 0 - 00

A = P
—a,—1 0 0 O 01
—a, 0 0 0 0 O_
-51—(11170

B - bg—.agbo
_bn_anbﬂ

C =110 - 0

D = [h]

8 Sequéncia de Ponderacéao

Seja

k=—00
sera um polindmio infinito em. Supondo que:(k) é tal queu(k) = 0 para
k < 0, os coeficientes do polindmid(z) serdo iguais g(k):
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Portanto

o0

y(k) = > u(k)h(k - j)

3=0
Extendendo para o lado negativo:

(e 9]

y(k) = u(k) h(k —j)
D ulk) h(k —j)
sequéncia
de
ponderacéo

j=—oc

9 Exemplo de um Servomecanismo

A figura 10 mostra um esbogo de um servomecanismo.

N,

T 0,,
T
j : //////////f//
Tin m
Va

Nl 91 /444444444% v

Figura 10: Esboc¢o de um servomecanismo.

3=

Supondo que ndo haja escorregamento no sistema de trafsnpese-se

escrever
dpy = d (17)

onded,, e d; sdo os deslocamentos lineares das engrenagens do ladoacemot
do lado da carga, respectivamente.

Substituindo o raior) e o deslocamento angulaf) (de cada engrenagem
em (17) obtém-se

Tmem - 7"[(91

e como o numero de dentes de cada engrenagem é proporciceal i&io, tem-se

Nmem - Nlel

ou

18



N _ B < 1, tipicamente
= — =nN y

N O P

logo, pode-se escrever também

6, = nb,, (19)
0, = nb, (20)

O torque produzido pelo atuadar)(deve vencer as perdas do lado do motor
(por atrito com os mancais e inércia do rotor), represestpdor,, € o torque de
reacao da carga;. Ou seja,

T=Tmn+T (21)

onder;* é7, refletido para o eixo do motor.
As perdas do lado do motor sdo dadas por

ondeJ,, € o momento de inércia do rotorfg € o atrito viscoso com 0S mancais.
O torque de reacao da carga é dado por

= Jib, + f6; (23)

ondeJ; € o momento de inércia da cargd; e o atrito viscoso da carga.
A (23) poderia ser acrescentado ainda mais um termo, repiees®d a elasti-
cidade do sistema de transmissao, resultando

T = Jlél + flél + Kl(gl — n@m) (24)

ondeK] é a constante de mola.

No entanto, tipicamente o sistema de transmissao é suéaigido para que
este termo adicional possa ser desprezado.

O principio da conservacao da energia permite escrever

Tl*em = 7'50[
ou
* Tlel
O,

e portanto, de (19), (20) e (23):
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= n? (Jlém + f19m> (25)

Assim, de (21) e (22), o torque sera

T = (Ju+0%0) O+ (fi +1211) O
- Jeém + feém (26)
onde
J. = J,, +n?J, é ainércia equivalente e
fe = fm +n?f; é 0 atrito viscoso equivalente.

O torque (26) é produzido pelo atuador cujo diagrama eté&imostrado na
figura 11.

L a Ra

("
ea

Je
fe

Figura 11: Diagrama elétrico do atuador.
Para motores com ima permanente o é

7= Kri, (27)

20



onde
K7 é a constante de torque e
i, € a corrente de armadura.
A corrente de armadura estéa relacionada com a tensao appoad

dig

a — Ra .a La
v 1q + 7

+ e,

sendo
R, aresisténcia de armadura;
L, aindutancia de armadura e
e, a forca contra-eletro-motriz dada por
€q = Kaém

ondekK, é a constante de armadura do mator
Substituindo (29) em (28)

di .
a — Ra‘a La_a Kaem
(% lq + It =+

9.1 Modelo Continuo no Espaco de Estados
De (26), (30), (27) e (18) tem-se

T = Jeém + feém
Ruio+ Lo2 4 i g
Vg — ala a1, am
dt
T = KTia

91 = né’m

gue podem ser rearranjadas na forma

. KT. fe .

em = T lg — _em
A

dia o 1 . Ra . Kae

7 P A

Definindoz, £ i,, T3 = 6,, eu £ v, tem-se

(28)

(29)

(30)

3Note que para motores com ima permanente e com as grande3dstem-sei, = K.
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Ty = T1 — = To
il - _u - _xl - _:t‘Q
Definindo, adicionalmente;; = i,, chega-se a:

o P Ko
I, = LafEl Lal’g Lau

Ty = I3
j,‘ o KTI fex
= L= L
3 Je Je 3
Definindo
Ty
A
T == | T2
x3
pode-se escrever na forma matricial
Rll K(L 1
—1. O —I0 I
T = 0O 0 1 z=|0|u= Az + Bu
Kr fe
Je 0 T e 0

A saida do sistema é

y = 0, = nb,, = nxy

gue na forma matricial &
Yy = [O n 0} x=Cx

9.2 Modelo Continuo no Dominio da Frequéncia

Seja o sistema descrito no espaco de estados

©(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(t) + Du(t)

Tomando-se a transformada de Laplace, com condi¢desigititas, resulta
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sX(s) = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)

de onde obtém-se

X(s) = (sI — A" BU(s)

Y(s) = C (sI — A)"" BU(s) + DU (s)
E portanto, a funcéo de transferéncia é

Y(s)
U(s)

Embora seja possivel obter a funcéo de transferéncia ag@(81), nem sem-
pre esta é a forma mais facil pois requer uma inversao dezwpate, tipicamente
precisa ser feita na forma literal.

Uma forma alternativa de obter a fungéo de transferéncian@nas trans-
formadas de Laplace de (26), (30), (27) e (18), de onde peds¥sio calcular
H(s) = 3.

Tomando-se a transformada de Laplace de (30) com condigidéss nulas
e resolvendo-se parg(s) resulta

H(s) = =C(sI—A)'B+D (31)

Va(8) — SKO,(s)

I.(s) = R+ sL. (32)
e portanto, de (27)
B B Va(s) — sK,0m(s)

T(s) = Krl,(s) = Kr ( R 1 sL. (33)

Por outro lado, a transformada de Laplace de (26) &
T(s) = 52J.0m(5) + 5f.Om(5) (34)

Igualando-se (33) e (34) e resolvendo p%v'é‘*)—) tem-se

@m(S) KT

Va(s)  s[s2JoLg + 8(J.Rq + Lof.) + Rof. + K1 K,

Normalmente, a constante de tempo elétrica € muito menonela gonstante
de tempo mecanica. Assim, pode-se desprézamobtendo-se
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@m(S) KT K

= = 35
Va(s) $(sdJeRy + Rofe + KrK,)  s(Ts+1) (35)
com
Kr
K = ————— = constante de ganho
Rafe + KTKa g
R.J,
T, =————°___ = constante de tempo
Rafe + KTKa p
De (35) e (18) tem-se
K
@l(S) _ nnr (36)
Va(S) 8<8J6Ra + Rafe + KTKa)
A figura 12 mostra um diagrama de blocos do servomecanismo.
Va(s) T (s) O, (s)  On(s) Oy(s)
1 {7 » 1 » 1 N —e
sLa+Raq sJet fe 5
K, |-

Figura 12: Diagrama de blocos do servomecanismo.

9.3 Modelo Discreto no Espaco de Estados

Utilizando, por exempldiorward differencestem-se

o (kb +1) —x(k)
x(t) ~ T

e portanto

z(k+1) — z(k)

= Ax(k) + Bu(k)

ou

x(k+1)=(A+1)Tz(k) + BTu(k)

gue com o0s parametros do sistema torna-se
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zk+1) = 0 T T z(k) =
Ky 0 (1-%)71

Je

(1—15—:)T 0 —fr T
H u(k)

y(k) = [0 n 0] z(k)

9.4 Modelo Discreto no Dominio da Frequéncia

Seja o sistema descrito no espaco de estados

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cuz(k)+ Du(k)
Tomando-se a transformadacom condic¢des iniciais nulas, resulta

2X(z) = AX(2)+ BU(z)
Y(z) = CX(s)+ DU(z)
de onde obtém-se

X(2) = (21 — A" BU(2)

Y (z) = C (2 — A" BU(2) + DU(2)
E portanto, a funcéo de transferéncia é

Y(z)
U(z)
Tal como no caso continuo, uma forma alternativa de obtengifude trans-
feréncia é tomar as transformadasgas aproximacdes discretas de (26), (30), (27)

H(z) = =C(z2I-—A)""B+D (37)

e (18), de onde pode-se entdo calcufdr) = 58
Utilizandoforward differencesem-se
di, N io(k+1) —i.(k)
E(k’) ~ a (38)
ik ~ Om(k + 1%— O (k) (40)



Substituindo (39) em (40)

Om (k+2)=0m (k+1) O (k+1)—0m (k)

Qm(k) ~ I 7 A
i (k) ~ em(k:+2)—em(k:+1T)2—9m(k+1)+9m(k)
i (k) ~ em(k+2)—29;§k+1)+9m(k) 1)

Utilizando (39) e (41), a versao discreta de (26) é

(k) = % (O (k+2) — 20, (k+ 1) + 0,,(k)) + % (O (k4 1) — 0,,(k))
r(k) = ela(kt2) + (t’% - 2%) Ol +1) + (% - ff) 0(k) (42)
De forma semelhante, utilizando (39) e (38), a versao decie (30) é
. L, ,. . K,
va(k) = Raia(k) + T (ta(k + 1) —ia(k)) + T (O (k4 1) = 0 (K))
va(k) = %z’a(ls +1) + (Ra - %) ia(k) + %Gm(k +1) — %Hm(k)
(43)
As versdes discretas de (27) e (18) séao
T(k) = Krig(k) (44)
e
0,(k) = nb,, (k) (45)

Tomando a transformadade (43) com condi¢des iniciais nulas e resolvendo-
se pard,(z) resulta

(2)— EZUR O, (2
(z) = 1) = 7 RKOnle) (46)

e portanto, de (44)

(47)



Por outro lado, a transformadale (42) é

T(z) = ;%zQGm(z) + (% - 2%) 20,,(2) + (% - %) Om(2)
T() = ;21) 7.6,(2) + & - Do) (48)

Igualando-se (47) e (48) e resolvendo p%i%%) tem-se

Om(2) Kr

Va(2) (=1 [ﬂJeLa 4 (Z_l)<JeRa + Lof.) + Rof. + K1 K,

T T2 T

Normalmente, a constante de tempo elétrica € muito menounela gonstante
de tempo mecéanica. Assim, pode-se desprézamobtendo-se

Vaz) B (SRRt Rufot Krla) ST+ )
Om(2) K
V(2) G- DTz —1)+ 1) (49)
com
TKr
K =——————— = constante de ganho
Rafe + KTKa g
R,J.)T
., = —————— = constante de tempo
Rof. + KrK, P
De (49) e (45) tem-se
K
©:(2) nkKr (50)

Va(z)  GU(EN LR, + R, f. + KrK,)

10 Modelo Discreto de Sistemas Amostrados

Considere uma planta com entrada e saida amostradas, cotnadoos Fig. 18
Se esté interessado em determinar a funcdo de transfet@ngiaque inclui
os efeitos dos conversores D/A e A/D, além da planta. Asssengde o D/A

“Note que ha um abuso de notacao, pBig) # G(s)|

s=z"
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- — o — —

y

Figura 13: Diagrama de blocos de uma planta com entrada & aaidstradas.

possui um segurador de ordem zero, cuja implementacaa t&piomlatch de
dados que existe na entrada do D/A.

A funcdo de transferéncia discreta € a transformada saida quando a en-
trada € um pulso unitario em= 0, ou seja, quando

1 k=0
u* (k) =
0 k#0
Considerando o segurador de ordem zero existente no D/A ab efigtiva-
mente aplicado a planta sera o mostrado na Fig. 14

b ou(t)

-
L

0 T oT t

Figura 14: Sinak(t) efetivamente aplicado a planta.

que pode ser modelado por um degrau unitaria esr) subtraido de outro degrau
unitario emt = 7', ou seja

u(t) = up(t) —uo(t —1T)

Logo, tem-se

Yls)= (1 - ) Gls) = (1— 1) E12)

S S S
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e portanto

Definindo:

tem-se

Exemplo 2 Calcule a funcdo de transferéncia discreta do sisteiia) = .

Glz) = z (z-— 1)?2 — e~aT)
G<Z) - i« : Z—aT

SA rigor, esta definigdo é um abuso de notacg&o.
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[ Caso tivesse sido utilizadorward differencepara obter uma aproximagéo dis-
creta para o sistema do exemplo 2, resultaria:

G(z) = G(S)’s:2;1 = (Z_Cllﬁ

al
G(z) = z—(1—aT)

Essa funcéo de transferéncia difere da obtida no exemplwidala apro-
ximacdao porforward difference® a ndo consideracéo do efeito do segurador de
ordem zero, enquanto aquela é exata e considera esse Rfe#atanto, quant®
é suficientemente pequeno, a aproximacad@avard differencese torna mais
proxima do modelo exato.

]

11 Resposta Dinamica

Tendo-se 0 modelo do sistema, a sua resposta a uma detesraimsada pode ser
calculada pelo procedimento:

1. Computar a fungdo de transferéndig(z)
2. Computar a transformadada entradal/(z)
3. Calcular a transformadada saida) (z) = H(z)U(z)

4. Obter a transformadainversa deY(z)

No entanto, a obtencéo da transformada inversa requer urceshzoavel.
Como se esta interessado no problema de projeto do sistemalgar-se uma
resposta desejada, é interessante poder ter uma ideigpdateesem precisar cal-
cular a transformada inversa. Desta forma, apenas se stagsperada parecer
iteressante se investe tempo para calcular a resposthatidalPara tanto, é con-
veniente conhecer a transformadde sinais elementares.

1. Impulso unitario

w - {5
Alz) = ) d(k)zr=2"
Alz) = 1_ N
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2. Degrau unitario

[e.e] oo 1
_ —k _ —k _ -1
Up(z) = Zuo(k)z —Zz =1 1® | <1
k=—o00 k=0
Up(z) = p— |z| > 1

A Fig. 15 mostra o sinalq (k) e o diagrama de polos e zerosldg z). Note
gue o pélo em = 1, com convergéncia fora do circulo unitario corresponde
a uma constante pata> 0 e zero para < 0.

T
1
uo (k) -
1 1R
- —1
k
(@) Sinalug (k). (b) Diagrama de polos e zeros tg(z).

Figura 15: Degrau unitario e respectivo diagrama de pélasasz

3. Exponencial

k>0

uk) = 4"

0 k<O

_ S k S -1\~ _ 1 -1

U(z)—Zrz Zrz)—m,hz |<1

k=0 k=0

z
U pum
@) = >
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A Fig. 16 mostra o sinal exponencial e o diagrama de poélos eszde
U(z) para o caso de exponencial decrescente e para o caso dempbne
crescente.

1 R

ARy
N

111

(a) Sinalu(k) decrescente. (b) Diagrama de podlos e zeros do sinal exponen-
cial decrescente.

1 R

JahY
N

T

(c) Sinalu(k) crescente. (d) Diagrama de polos e zeros do sinal exponen-
cial crescente.

Figura 16: Exponencial e respectivos diagramas de polosos.ze

4. Senoide amortecida

u(k) = 7% cos(kf)uo(k) , comr >0
k0 | o=iko
u(k) = " (T) uo (k)
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Definindou’ (k) £ rke/*y,(k), tem-se

/ ko S 0, 1
Uz) = kZ:Orej z” kzore] = {1
U'(z) = Z_Lme"z'”"
e portanto

1 Z z
Ulz) = 2 (z — red? * z— reﬂ’>

z(z — rcos?)
U = , >
(2) 22 — 2rcosfz + r? 2 >

A Fig. 17 mostra a senoide amortecida e o diagrama de pélosos de
U(z).

p u(k)

-1

(a) Sinalu(k). (b) Diagrama de pélos e zeros U¢gz).

Figura 17: Senoide amortecida e respectivos diagramaslog @aeros.

Note que esse sinal pode ser particularizado para algunisale anteriores:

(@) sef =0 = u(k) = r* cos(k)ug(k) = rFug(k)
(b) sefd =0er =1= u(k) = uo(k)

33



11.1 Relacéo entre Posi¢des dos Polos e Resposta no Tempo

1. O tempo de acomodacao é determinado principalmene peldasa polos:

(&) » > 1 corresponde a um sinal crescente
(b) » =1 corresponde a sum sinal com amplitude constante

(c) » < 1 quanto mais proxime estiver del menor o tempo de acomo-
dacéo (o sistema é BIBO estavel)

(d) r = 0 corresponde a um transitente finito

2. O numeo de amostras por periodo da senoide € determinaglofazendo-
secos Ok = cos (A(k + N)), tem-se que um periodo de rad temN amos-
tras, ou seja

1 .
N = % amostras/ciclo

12 Propriedades da Transformadaz

1. Linearidadé

o

Z{afilk) + asfo(k)} = D (anfilk) + asfo(k)) =™

k=—oc0
= a; Y Ak +an Y falk)z!
k=—o00 k=—o0

Z{afi(k) + anfo(k)) = auFi(2) + auFal2)

8Uma fungéo € linear se somentefier; v, + asxs) = a1 f(z1) + aof(z2).
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2. Convolucéo

Z{nioofl(n)fa(k—n)} = Z (Z filn )ﬂ

Z{ > fl(n)fz(/f—n)} = Fi(2)F(2)

3. Deslocamento no tempo

Z{f(k+n)} = > flk+n)z"
= > s

= 2" ) fG)=
Z{f(k+n)} = 2"F(z)

4. Escalonamento em

Z{r k)Y = ) rFfR)

Z{r*fk)} = F(rz)
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5. Teorema 1 (Teorema do Valor Final) Se F'(z) converge pardz| > 1 e
todos os polos dé: — 1) F(z) estdo dentro do circulo unitario, entédo

lim f(k) =lim(z — 1)F(z)

k—o0 z—1

Prova 1
Z{fk)}y = ) fk)zF=F(z) =) f(k)""
Z{fk=1} = 2" Y [k =2 () =2 ) f(R)2

Z{f(k) = fk=1} = D (f(k)— fk—1)z""

lim Z{f(k)— f(k—1)} lim (1—27") F(z)

z—1 z—1

o0

= i lim 3 (f(k) — f(k = 1) =

lim lim (f(0) — £(~1)) 2+ (F(1) = F(0)) = +

z—1 n—oo

(f2) = fF) 2724 -+ (f(n) — f(n—1)) 2"
o 7 )

I+

lim (1 —27") F(2)

z—1

6. Teorema 2 (Teorema do Valor Inicial) Se a fun¢ag (k) possuir transfor-
madaF'(z) e o limitelim,_,, F'(z) existir, entdo

f(0) = lim F(z)

Z—00

Prova 2

F(z)= Z fR) 2% = f(=2) 224 (=12 4 f(0) 2P+ f (D)2 - F(2) 224 - -

k=—oc0
Para que o limitdim,_,, F'(z) exista, & necessario que:
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F(k) = 0,k<0
F(z) = f(0)2"+ f(1)z7" + -+
portanto lim F(z) = f(0)

Z—00

7. Multiplicacao pork (diferenciacéo)

I R S [ P S (R

portanto

o)

LI = Y k)

SZ{f0) = ~Z k() ou
Z{RF(R) = —=oZ{7(R)} ou

CEW) = 20

8. Divisao pork (integragao)

k=—o00

dilzz {@} == > flk)zF =" kz_:oo Fk)zF = —27'F(2)

k=—o00

z{@}:/ﬁFf)dwc

o flR) . SR\ _
C’—hmTjaquehmZ{T}—C



9. Inversao

F(z)= Y flk)z™" 1o < |2|Rq

k=—00

Se algum valor d¢ (k) parak < 0 for diferente de zero, existira um termo
com poténcia positiva de. Esse termo sera ilimitado sefor ilimitado.
Logo, seF'(z) converge quandp:| — oo, f(k) = OVk < 0. Assim, pode-
se considerar a transformada unilateral.

F(z) =) fk)z™" 1o < 2|

k=0

O lado direito € a expansdo d&z) em série em torno de = oo ou em
torno dez~! = 0. Essa expansao pode ser feita dividindo-se o numerador
de F'(z) pelo denominador de forma apropriada.

Suponha o sistema de integracao pela regra trapezoidat, mmstrado na
Fig. 18.

U(z) Y(k)

Figura 18: Sistema de integracao pela regra trapezoidal.

Tz+1
221"
Supondo que a entrada seja

MMZ{OW k>0

H(z)

|z| > 1

0 k<0
cuja transformada é
z
U(z) = ey |z| > 0.5
Tz+1 =z
Y(2)=H()U(z) = 371705 |z] > 1
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1. Médodo da divisdo longa (expansao em série de poténcias)

¥(2) T 2242 T 14271
Z) = — — —
222152405 21—152z"14+0.52"2

1 +z71 [1—-1.52"1+05272
—1 +1.5z71 —0.5272 1425271 4325272 43.6252=3 +---
0 2.5z~ 1 —0.52772

—252z71 4375272 —1.25273

0 325z 2 —1.25z 3
—3.25272  4+4.875273 —1.625z—%

0 3.6252~3 —1.6252=%

Expandindo-se um polindmio eat!, tem-sey(k) para o lado direito, ou
seja, pard: > 0. Expandindo-se um polinbmio em tem-sey (k) para o
lado esquerdo, ou seja, para< 0.

y(0) = %

y(1) = g2.5

y(2) = §3.25

yh) = 5 (=305

Esse procedimento é equivalente a converiern para a equagéo a diferen-
cas e executar a recurséo.

2. Métodos das fracdes parciais

Y()_Tl—i—z_1 1 A N B
T 10521 1—21 " 1-05:1
T 2
A= lim Y(2)(1-2"") == =2T
e ] 21-05
T1+2 3T
B: ]. Y 1— -1 [
Jim Y (z) ( 0.527") 21-2 2
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A+ B05F k>0
0 k<0

{QT — 058 k>0

e}

k<0

(4—3(0.5)%) k>0

T
2
0 k<0
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