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1 Introducao

Por definicdo, a expressao do controlador PID continuo é

u(t) = Kpe(t —I—K/ dT+Kd—e()

ondeK,, K, e K, sdo os ganhos proporcional, integral e derivativo, resfect
mente.

Para que os parametros do controlador PID possam ser miisefate asso-
ciados aos polos e zeros da funcdo de transferéncia, é mmisniente que os
ganhos sejam parametrizados da seguinte forma:

u(t) = K, (e(t) + % /Ot (1T)dr + Td%e( ))

ondeT; e T, sdo os tempos integral e derivativo, respectivamenteqteads; =
ek, =K,T,

2 Controlador PID Digital

Na sua versao digital, o controlador PID tem uma estruturaccmostrado na
Fig. 1.
Ou seja, tem-se

C(z) = K, + Ci(2) + Cy(z)



']
L Ca(2)

Figura 1: Estrutura do controlador PID digital.

Dependendo da aproximagéo utilizada para a integral e vadexiC;(z) e
Cq4(z) podem assumir véarias formas diferentes.
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A funcéo de transferéncia possui dois zeros reais ou complexim polo
em:z = 1. Como a funcdo de transferéncia possui mais zeros finitos do
gue polos finitos a sua implementacado é problematica. Asspreferivel
utilizar as outras aproximacdes que ndo apresentam esserpeo
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A funcéo de transferéncia possui dois zeros reais ou cowglexm polo
emz = 0eum poloenr = 1.
Aproximacéo bilinear:
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A funcéo de transferéncia possui dois zeros reais ou cowglexn polo
emz =1eum poloenr = —1.

Assim, o controlador PID apresenta dois polos e dois zeregosicoes dos
polos séo determinadas pela aproximacao utilizada, Ipackward differences
tem-se polos em = 0 e z = 1 e para aproximacgao bilinear tem-se polos em
z = —1ez = 1. As posi¢cOes dos dois zeros sao determinadas pelos pand@metr
do controlador.

3 Controlador PD Digital

Para um controlador PD tem-se

C(z) = K, + Cy(2)
Dependendo da aproximacao utilizada para a derivagg;) pode assumir
varias formas diferentes.
Forward differences:
Clz) = Ky+K,m(z—1)
= Kp (1 + Td(Z — 1))
= K,(rgz+1—-1y)

k) = K,m (z 1o Td)

Td
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A funcéo de transferéncia possui apenas um zero real demtiioadilo uni-
tario emz = —TdT—;l. Como a funcao de transferéncia possui mais zeros
finitos do que polos finitos a sua implementacéo é problematssim,

é preferivel utilizar as outras aproximacdes que ndo api@deesse pro-
blema.

Backward differences:

—1
k) = K,+ K,
_ sz +714(z—1)
z
_ Kp(l + 7))z — Ty
Z =1
Clz) = Ky(1+7)——+ (2)

z

A funcéo de transferéncia possui um zero real dentro doloitoutario em

— Td —
== eum polo emx = 0.

Aproximacao bilinear:
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A funcdo de transferéncia possui um zero real dentro doloitocutario em

. 27’d—1 -
z = {5 eum polo emx = —1.

Assim, o controlador PD apresenta um polo e um zero. A posiogmlo é
determinadas pela aproximacao utilizada, geekward differencegem-se polo
emz = 0 e para aproximacao bilinear tem-se poloem —1. A posi¢ao do zero
€ determinada pelos parametros do controlador.

4 Controlador PI Digital

Para um controlador Pl tem-se



C(z) = K,+ Ci(2)

Dependendo da aproximagcao utilizada para a integial) pode assumir va-
rias formas diferentes.

Forward differences;

Clz) = K,+ Kpm

Ti(z—1)+1
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Pz —1)
C K
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A fungéo de transferéncia possui um zero real dentro doloitsutario em
2z = %=l e um polo emz = 1. Ao contrario dos controladores PID e PD,
essa fungao de transferéncia ndo apresenta problemas ldeniempacao.

Backward differences:
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A funcdo de transferéncia possui um zeros real dentro daleitmitario
emz = 5 =1.

Aproximacao bilinear:
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A funcéo de transferéncia possui um zero real dentro doloitoutario em
2’7’1'—1

= meumpoloemz:L
Assim, o controlador Pl apresenta um polo e um zero. A pogigdpolo é

a mesma para todas as aproximacaes, 1. A posicdo do zero € determinada

pelos parametros do controlador. Ou seja, para um contmoRlda flexibilidade

de projeto é a mesma seja qual for a aproximacao utilizadentmto, os valores

dos parametros variam dependendo da aproximacéao escolhida

5 Projeto de Controlador PID

O projeto de um controlador PID digital € um caso particuéapibjeto de contro-
ladores no dominia, onde a posicéo dos polos é determinada pela aproximacao
utilizada e apenas os zeros e o ganho DC do controlador poelelnremente
determinados para atingir-se as especificagdes do prdjata controladores Pl

ou PD, a situagdo é analoga, tendo-se porém apenas um zagepdeterminado

em funcéo das especificacdes.

Exemplo 1 Seja o sistema descrito por

2
(z—10,8)2 3)

Projetar um controlador para obter o menor tempo de acoméadaipssivel.

A Figura 2 mostra o lugar das raizes para o sistema sem conaplens

Como o objetivo € ter o menor tempo de acomodacao possivelseeter
os polos de malha fechada com o menor raio possivel. Como o tiagaraizes
€ uma circunferéncia de raio 0,8, qualquer ganho menor do 3jdeposiciona
0s polos sobre a circunferéncia e portanto tem o0 mesmo tem@eamodacao.
Para reduzir-se o tempo de acomodacao é necessario infragmzcompensador

G(z) =
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Figura 2: Lugar da raizes para o sistema (3) sem compensador.

gue faca com que o lugar das raizes seja tal que possibildalilcar todos os
polos mais proximo da origem do plano, de preferéncia laealos na origem do
plano.

Utilizando-se um controlador Pl ndo ha como reduzir a cifardncia, pois
esse controlador possui um polo em= 1 e independentemente da posi¢cdo do
zero, ndo ha como reduzir o raio da circunferéncia, como raas¥Fig. 3.

Um compensador PD obtido com a aproximacao bilinear tamb@orpermite
obter-se o desempenho desejado, pois ndo é possivel segaetigque todos 0s
polos em malha fechada figuem dentro do circulo unitario,a@orostra a Fig. 4.

Utilizando-se um compensador PD obtido com a aproximac&iward dif-
ferences resulta no lugar das raizes mostrado na Fig. 5. No&eagorre um
cancelamento do zero da planta com o polo do controlador avas do ade-
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Figura 3: Lugar da raizes para o sistema (3) com compensador P

guado posicionamento do zero do controlador é possivet fam® que o lugar
das raizes passe pela origem do plano. Isso ocorre quandmalaecontrolador
€ posicionado em = 0, 4.

Com essa disposicédo de polos e zeros e malha aberta, o ganhocaltra m
fechada para posicionar os polos de malha fechada na origepiaho é

_ []distancia dos polos 0.8 x 0.8
~ []distancia dos zeros 0.4

Assim, o controlador é dado por

1.6

C(z) = 1,6ﬂ (4)

z
Assim, de (2) tem-se
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Figura 4: Lugar da raizes para o sistema (3) com compens&obfdo com
aproximacao bilinear.

Td

z —0,4
O(2) = Kp(1 + 7o) — 7 = 1,627’

de onde

Kp(l + Td) =1,6
Td

1+ 74

Portantor,; = 0,6667 e K, = 0,96, que leva ak,; = K, 7,7 = 0,647
A Fig. 6 mostra a resposta do sistema ao degrau unitario.
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Figura 5: Lugar da raizes para o sistema (3) com compens&obfdo com
aproximacadoackward differences

Outra possibilidade seria utilizar um controlador PID. Notanto, se for uti-
lizada a aproximacao bilinear, obtém-se uma situacdo seamé¢ a resultante
com o controlador PID, como mostra o diagrama do lugar dageaimostrado
na Fig. 7. Obviamente os zeros em- 0,4 e z = —0, 4 podem ser livremente lo-
calizados, mas qualquer localizacao nao fara com que o laigarraizes seja tal
gue permita que todos os polos de malha fechada sejam ladakzna origem.

Porém, utilizando-se um compensador PID obtido com a apragéo backward
differences resulta no lugar das raizes mostrado na Fig. 8eMae ocorre um
cancelamento do zero da planta com o polo na origem do cadasl Os dois
zeros do controlador podem ser livremente localizados. Estalha conveniente
é utilizar um dos zeros para cancelar um dos polos da planta efr), 8 e loca-
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Figura 6: Resposta ao degrau do sistema (3) com o compengador (

lizar o outro zero de forma que o diagrama do lugar das raizessp pela origem
do plano. Isso ocorre quando o zero é posicionado:em0, 4444.

Com essa disposicédo de polos e zeros e malha aberta, o ganhcaltra m
fechada para posicionar os polos de malha fechada na origepiaho é

_ J]distancia dos polos 1 x 0.8
[ distancia dos zeros 0.4444

Assim, o controlador € dado por

= 1.8002

(z—0,8)(z — 0,4444)

C(z) = 1,8002 T

(5)

Assim, de (2) tem-se

12
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Figura 7: Lugar da raizes para o sistema (3) com compensddarid®ido com
aproximacao bilinear.

2 14274 + Td
1+ 47y I+ 47y
K2 1

Clz) = K, <1+%+Td)z Sy

)

(2 — 0,8)(z — 0,4444)
z(z—1)

21,2444z + 0, 3555

z
= 1,8002
’ 2(z—1)

= 1,8002

de onde
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Figura 8: Lugar da raizes para o sistema (3) com compensddarid®ido com
aproximacadoackward differences

1
K, <1+ = —l—Td) — 1,8002

Ti

1+2
#:172444
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i

ou
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T

1
K, <1+ - +Td) =1, 8002

9T
M:LQ@M
i+ 1+ 774
T 0.3555
T; + 1 + TiT4

gue é equivalente a

1
Kp (1 + — —I-Td) = 1,8002
Ti

774 — 0,32357; = 1, 6469
T:iTa — 0,55167; = 0, 5516

Portantor; = 4.8018, 74 = 0,6665 e K, = 0,9602, que leva ak; = f—; =
0,2T e Ky = K,7,T =0,64T.
A Fig. 9 mostra a resposta do sistema ao degrau unitario.

6 Controlador PID Otimo

Utilizando a aproximagabackward differencesa sua expressao do controlador
PID na forma discreta é:

u(k) = Kpe(k) + KT e(i) + Koz (e(k) — e(k — 1)) (6)

E considerando (6) atrasado de um periodo de amostragesetem-

k—1

u(k = 1) = Kye(k — 1) + KIS (i) + Kd% (e(k—1) — ek — 2))

u(k)—u(k—1) = K, (e(k) — e(k — 1))+KiT6(k:)+Kd% (e(k) — 2e(k — 1) +e(k —2))

ou

15
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Figura 9: Resposta ao degrau do sistema (3) com o compensador (

(k) = ulk—1)+ K, (e(k) — e(k — 1))+Kz-Te(k:)+Kd% (e(k) — 2e(k — 1) + e(k — 2))
gue € uma forma mais conveniente de ser utilizada por evitdigmas dever-
flow devido ao somatorio. Adicionalmente, na presenca de gdtoyaasta corri-
gir o valor deu(k — 1) para o valor saturado para evitar o problemavitedup.

O problema de controle PID 6timo consiste em obter-se osesltek,, K;
e K, de forma que o desempenho do sistema seja 0 melhor possiveéj@ um
controlador 6timo € um controlador que faz com que o desehtgpda sistema
seja, no minimo, tdo bom quanto o possivel de ser obtido calyaer outro
controladof.

Outro aspecto do problema é o que significa melhor desempethoia-
mente, o que é desempenho melhor depende de como se medmpeigse. Em

1Obviamente, existem técnicas mais sofisticadastiewindup mas esto fora do escopo do
problema tratado aqui.

2Em sistemas de controle, otimizar significa obter compranaghte o melhor possivel e néo
apenas melhorar o desempenho.
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controle 6timo € usual definir um indice de desempenho, tsrdé denominado
de custo, cujo valor € um escalar. Os custos mais utilizagtws s

Integral of Squared Error (ISE): o desempenho do sistema é avaliado pela ex-
presséo (7). A caracteristica deste indice de desempenieostegda grande
peso para erros grandes e pequeno peso para erros pequensstéina
gue minimiza este critério tende a apresentar uma rapidadigdo em um
erro inicial grande. Portanto, a resposta é rapida e o8gdat Assim, o
sistema tem baixa estabilidade relativa.

J(Kp, Ki, Ka) = ) e*(k) (7)

k=

[e=]

Integral of Absolute Error (IAE): o desempenho do sistema € avaliado pela ex-
presséo (8). Um sistema 6timo baseado neste critério € temsigjue tem
um amortecimento razoavel e uma caracteristica de respassitoria sa-
tisfatoria.

J(Kp, Ki, Ka) = ) le(k)] (8)
k=0

Integral of Time x Squared Error (ITSE): o desempenho do sistema € avali-
ada pela expressao (9). Uma caracteristica € que, na r@sgmstegrau
unitario, um erro inicial grande é ponderado com peso bamrquanto que
erros que ocorrem mais tarde na resposta transitéria séantmpenaliza-
dos.

n

J(Kp Ki Kq) = ke*(k) 9)

k=0

Critério ITAE: o desempenho do sistema € avaliado pela expressao (10). As-
sim como no critério apresentado anteriormente, um eretairgrande em
uma resposta a degrau unitario € ponderado com peso pegeens gue
ocorrem mais tarde na resposta transitéria sdo bastaradizaelos. A ca-
racteristica de um sistema que minimiza este critério € qoecshooté
pequeno e oscilagbes sdo bem amortecidas

J(Kp, Kiy Kg) = kle(k)| (10)
k=0
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Assim, na abordagem de controle 6timo, os ganhos do codtnoRD podem
ser obtidos atraves de

K, K}, K = arg Kp{l}gle J(K,, K;, Kq)

Embora em alguns casos seja possivel realizar a minimizégdorma al-
gébrica, em geral a obten¢éo da solucdo requer o uso do mialsistema no
espaco de estados. Por outro lado, tendo-se apenas 0 matteldaesaida do
sistema é possivel computar o custd<,, K;, K;) conhecendo-se os valores dos
ganhos. Dessa forma é possivel utilizar procedimentos ncoséara realizar a
minimizacdo. Uma vantagem da otimiza¢cdo numérica é que adoéle sintonia
do controlador aplica-se também a plantas néo lineares.

6.1 Método de Hooke-Jeeves

O método de Hooke-Jeeves € um método simples para realizamimmizacao
numérica multidimensional. O método consiste basicamemtedeterminar uma
direcdo de decremento do custo e fazer uma minimizacaonuandional nessa
direcao.

Dados o vetor de ganhds, de dimensaa, o passo do algoritmo de otimiza-
caoh, a precisdo de parada um valor inicial para os ganhds(0), o algoritmo
é

1. Achar a direcao de busca
Parai = 1 atén faca
Ky (k) Ky (k)

SeJ | Ki(k)+h | <J| K;(k) | fagaH; = h

K, (k) K, (k)
Senéo facdl; = 0

18



2. Busca unidimensional (Algoritmo de Davies-Swan-Campey)

K(k+1)=K(k)+XH
Onde
A= argm}nJ(K(k:) + \H)
3. Critério de parada
Se|lJ(K(k+1))—J(K(k))| <eouk > numero maximo de iteragdes
K*=K(k+1)efim
Senddk =k + 1levaparal

O método de Davies-Swam-Campey, dada um valor inigidl), passo inicial
5(k), atolerancia, e K € [0, 1] é:

1.
Aa(k) = No(k) — (k)
(k) = Ao(k)+ 3(k)
Jo(k) = T (k)
LK) = (k)

2. SeJy(k) > Jy(k) fagcap = 1 e va para 3 sendo calcule; (k) = J (A_1(k))
SeJ_i(k) < Jo(k) fagap = —1 e va para 3 sendo va para 6

3. Paran = 1,2,--- calculeJ, (k) = f(M\_1(k) + 2" 'pi(k)) até J, (k) >
Jn_1(k)

4. Calcule,,(k) = J (Au_1(k) + 2" 2ps(k))
5. SeJ,,(k) > J,-1(k), calcule

2" —2p6(k) (Jn—o(k) = Jm(k))
2 (Jn-2(k) = 2Jp_1(k) + J(K))

Sendo calcule

2" —2pd (k) (Ju-1(k) — Ju(k))
2 (Jn1 (k) — 2 (k) + Jn(K))

Se2"2§(k) < e v para 7 sendo fagdk + 1) = Kd(k) e va para 1

Ao(k+1) = Am(k) +

3Um valor tipico éK = 0.1.
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6. Calcule

(k) (J-1(k) — Ji(k))
2(J1(k) —2Jo(k) + Ji(K))

Sed(k) < eva para 7 sendo fagak + 1) = Kd(k) e va para 1

Xo(k+1) = X(k) +

7. =X (k+1)
Utilizando os algoritmos acima para o sistema descrito por

4.25
s3 +2.14s2 + 9.28s + 4.23
e utilizando o critério ISE, resulta nos ganhes = 1,754, K; = 0,315, K, =
14,10, com um.J(20) = 5,389, e a figura 10 mostra o sinal de saida, o sinal de
controle, o sinal erro e a evolucao do custo.

G(s) =

18 T T T T T T T T T

16 | et

14 | .

12 | —

10 |- ,

N
—F— 1
1

Figura 10: Resposta do PID 6timo segundo o critério ISE.

Pode-se perceber que a amplitude do sinal de controle pode-&e bastante
elevada, eventualmente tornando a implementacéo do Gmdrampossivel na
pratica. Uma alternativa para contornar esse problemaléirimo custo uma
ponderacdo para a energia de controle, substituindo ésiasitpor
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ISE’:

n

J(KP’Kth) = (62(k> —l—qu(k‘))

i
o

IAE’:

3

J(Kp, Ki, Ka) = ) (le(k)| + pu®(k))

k=0

(11)

(12)

Repetindo a otimizacdo para a mesma planta, porém utilizariigdoio ISE’
comp = 0.1, resulta nos ganhds, = 1,759, K; = 0,091, K, = 2,346, com um
J(20) = 38,604, e a figura 11 mostra o sinal de saida, o sinal de controleab sin

erro e a evolucéo do custo/10.
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Figura 11: Resposta do PID 6timo segundo o critério ISE’ gom0.1.
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Note-se que nao € intuitivo 0 ajuste do parametre@ que ndo existe uma
correspondéncia direta do valor desse parametro com &spedes tipicas da

resposta desejada para o sistema, como tempo de acomodagisleot

Uma abordagem alternativa, para se recuperar intuicadopexisacao dos
parametros é utilizar um critério semelhante ao ISE, méigando (para efeitos
de célculo do critério) o erro em relacdo a um modelo de ref@ée ndo em

relacdo a referéncia em si. Ou seja, calculado o custo por
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J(Kpa K, Kd) - Z egn(k)
k=0

ondee,, (k) = y(k) — ym(k), sendoy,,(k) a saida de um modelo de referéncia
escolhido para ter o desempenho desejado para o sistense ¢ds®, utilizou-se
o0 modelo

Ys) 1

U(s) s2+s+1

A otimizacdo para a mesma planta, porém utilizando o modelefréncia

resulta nos ganhas, = 0, 7055, K; = 0,1102, K; = 0, 2194, com um.J(20) =
0, 1437, e a figura 12 mostra o sinal de saida, o sinal de controle abesiro e a
evolucao do custo.
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Figura 12: Resposta do PID étimo em relacdo ao modelo de nefaré
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