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1 Introducao.
Existem diversas definicdes de estabilidade.

Estabilidade interna: todas as variaveis internas do sistema sao estaveis.

Estabilidade externa: a saida do sistema é estavel, sem a necessidade de todas
as variaveis internas do sistema serem estaveis.

Ponto de equilibrio: € o ponto para o qual a variavel converge quando o tempo
tende a infinito. Pode ser:

Estavel: quando a variavel retorna sempre ao ponto de equilibria gefe
turbada. Normalmente € associado a vales da funcéo, contcanhms
na Fig. 1.

Figura 1: Ponto de equilibrio estavel.



Instavel: quando a variavel nao retorna ao ponto de equilibrio se mpertu
bada. Normalmente € associado a picos ou pontos de selagiofun
como mostrado na Fig. 1.

Figura 2: Ponto de equilibrio instavel.

Dominio de atracdo do ponto de equilibrio: € a regido a partir da qual a varia-
vel converge para o ponto de equilibrio.

Estabilidade assintotica: a variavel converge assintoticamente para o ponto de
equilibrio.

Estabilidade global: trajetorias partindo de qualquer ponto convergem para o
ponto de equilibrio.

Estabilidade uniforme: o ponto de equilibrio ndo depende do instante de tempo
inicial.

Estabilidade exponencial: a variavel converge para o ponto de equilibrio com
uma taxa mais rapida do que alguma funcao exponencial, au sej

T — 1.|3K, Ko, to, |2(t, tg) < Kie K20yt > ¢

Estabilidade no sentido de Lyapunov:a variavel converge para uma regiao em
torno do ponto de equilibrio e ndo sai mais dela, ou &g — z.| <
0, vVt > t., como mostra a Fig. 3

Estabilidade BIBO (Bounded-I nput-Bounded-Output): Entradas limitadas pro-
duzem saidas limitadas.

Em um sistema linear, se uma variavel é estavel, ela é glamaémuniforme-
mente, assintoticamente, exponencialmente estavel t&eaggvel for a variavel
de saida, o sistema também é BIBO estéavel.
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Figura 3: Estabilidade no sentido de Lyapunov.

Teorema 1 Um sistema discreto, linear e invariante no tempo € BIBOwstse
e somente se a sua sequéncia de ponderacgao satisfizer:

> Jh(k)| < o0

k=—00

Prova 1 Suficiéncia: Como supde-se entrada limitada, tem-se

lu(k)| < M < oo, Vk
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logo, seh(k) for absolutamente somavel, qualquer entrada limitadalresu
tara em saida limitada.

Necessidade:Seja

0 seh(j) =0
u(k —j) = sgn (h(j)) = q1  seh(j) >0
-1 seh(j) <0

que obviamente € limitada. Entéo,

o0

y(k)= Y ulk—h(k) = Y |h(k)|

k=—00 k=—00



portanto

Jim y(k) = lim k_z_: |h(k)|

somente serafinito g~ |h(k)| < .

Corolario 1 Um sistema com funcéo de transferéncia racioldl) € estavel se
e somente se todos 0s polos estdo dentro do circulo unitéario.

2 Critério de Jury

O critério de Jury € a versao discreta do critério de Routhaiz. Permite que
se determine se todas as raizes de um polinbmio estdo dentfccdlo unitario
sem que se precise calcular explicitamente as raizes.

Com computadores ndo é dificil calcular as raizes exph@tae, mas as ve-
zes deseja-se determinar a estabilidade de toda uma céasisteinas ou 0s polos
podem estar variando e se deseja testar a estabilidade eaofde coeficientes
literais, como € comum em problemas de projeto.

SejaH(z) = 23 = 29— comay > 0. A tabela de Jury é
formada por:
a a e an
Qn Ap—1 -+ Qg
bo b
bn—l bn—?
o cpeee

com



by = ag— —ay
Qo
Qn
by = a1 — —ap
Qo
[07%
by = ap— —Qn_p
Qo
o b bn—lb
Cr, = O — b— n—1—k
0

Teorema 2 (Critério de Estabilidade de Jury) Sea, > 0, entdo todas as raizes
estardo dentro do circulo unitério se e somente se todosrasoteda primeira
coluna das linhas impares forem positivos. Se nenhum eterdarprimeira co-
luna das linhas impares for nulo, 0 numero de raizes fora dmld unitario é
igual ao numero de elementos negativos.

Exemplo 1 Seja o polinbmio
a(z) = 22 + a1z + ay

1 ay a9
[25) aq 1
a a
—Faz o — Fau

ai — Qo0 1-— a%

ou

1 aq a9

as aq 1
1— a3 ar (1 — ay)
a1(1 — 0,2) 1— ay
ai(1—az2)

ai (1 —as)

—a? =
1—a; 1—aZ

ou ainda



1 aq a9
[25) aq 1
1—a? a;(1 — as)
ai;(1 —az) 1 — a2
a?(1—az)?

—a? =
1—a3 =

As raizes do polinbmio estaréo todas dentro do circulo uititse e somente
se:

1 > 0
l—a3 > 0= —-1<ay<1

2(1 _ 2 1— 2\2 2(1 _ 2
1-a2— al(l_aa2) > 0:>( az)l_aal( as)
2 2

2

Fatorando(1 — ay)?

(1+a2)*(1 — a2)® — af(l — a)® _

(1+a2)2—a% > 0
(1+a2)2 > a%

Consequentementg + 1 > a; Ouas + 1 > —a,. A regido de estabilidade
para os parametros; e a, € mostrada na Fig. 1

3 Extensao do Critério de Routh-Hurwitz

Seja a transformagao= % Tem-se

ot jw+1

ot jw—1
22 = (0 +1)% + w?

(o —1)2 4+ w?

o < 0=|z<1
= 0=|z*=1
> 0= 2> >1
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as+1=a;

Figura 4: Regido de estabilidade em funcédo dos parametm®s,.

Portanto a transformacg&o mapeia o0 ejxono circulo unitario e o semi-plano
esquerdo no interior do circulo unitario. Pode-se entdoapb critério de Routh-
Hurwitz para determinar a estabilidade do sistema tramsfdo.



