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1 Tensor de Inércia

Tensor de inércia é uma generalizacio do momento de inércia de um corpo.

Momento de inércia = Rotacdo em relacio a um dnico eixo

Tensor de inércia = Rotacdo em relacdo a eixos arbitrarios

O tensor de inércia de um corpo rigido em relagdo a um sistema { A} é dado
por



onde dv € a diferencial de volume e p € a densidade volumétrica de massa.

Cada volume incremental dv esté localizado no corpopor AP =[z y =z
como mostra a figura 1. Percebe-se que os elementos I, I, € I, sdo o produto
da massa pelo quadrado da distancia ao eixo respectivo. Por isto sdo chamados
de momentos de massa de inércia. Os elementos /., /.. € I,. sdo chamados de
produtos de massa de inércia.
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Figura 1: Volume incremental.

Os seis elementos dependem da posi¢ao e orientagdo do sistema no qual eles
estdo representados. Se for escolhido um sistema tal que I, = I, = I,, = 0, os
eixos deste sistema sdo chamados eixos principais e os elementos /,,, I, e I,
sdo chamados de momentos principais de inércia.

Exemplo 1 Encontre o tensor de inércia para o corpo retangular da figura 2,
assumindo densidade volumétrica de massa constante.
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Figura 2: Corpo retangular.
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pela simetria do corpo:

e novamente pela simetria do corpo:

I, = %hw

m
[yz = Zhl
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2 Teorema do Eixo Paralelo

Teorema 1 (Teorema do Eixo Paralelo) Seja {C'} localizado no centro de massa
de um corpo e { A} um sistema transladado em relagdo a {C'}, entdo

A]zz = CIZZ +m (Al%’ + Ayé’)

A C A, A
[my = [:vy +mTxc Yo
T
onde A P = [ e Ayo 2o } localiza o centro de massa em relagdo a { A}.

Na forma matricial, o teorema 2 pode ser escrito como

AT=CI4+m [APCTAPC[3X3 — APCAPCT}

onde /5.3 € a matriz identidade 3 x 3.

Exemplo 2 Encontre o tensor de inércia do corpo mostrado na figura 3 cuja ori-
gem do sistema de coordenadas estd no centro de massa.
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Figura 3: Corpo retangular com sistema de coordenadas no centro de massa.
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portanto
(W +1?) 0 0
1 = 0 n (w? + h?) 0
0 0 (12 + w?)

que revela que o sistema em questdo define os eixos principais do corpo.

E importante perceber que a maioria dos robds tem elos cuja geometria e mon-
tagem sao complexas, fazendo com que o cdlculo de momentos seja complicado.
Desta forma, muitas vezes € mais conveniente medir oS momentos de inércia.

3 exercicios

1. Calcule o tensor de inércia de um cilindro de densidade de massa uniforme.

2. Determine o modelo dindmico de um rob6 com 2 graus de liberdade com a
primeira junta rotacional e a segunda prismatica. Suponha que cada elo é
retangular, com densidade de massa uniforme, dimensoes /;, w; € h; € massa
m;.

3. Repita o exercicio anterior supondo que os elos sdo cilindros com compri-
mento [; e raio ;.

4. Repita os exercicios anteriores supondo que pode-se considerar que a massa
dos elos esta concentrada na sua extremidade contréria a qual estéd locali-
zado o atuador correspondente.



