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1 Problema do Jacobiano

Jacobiano é uma forma multidimensional de derivada. Seja, por exemplo, a fun¢ao
vetorial

Y = F(X)
Calculando-se a diferencial de Y em func¢do da diferencial de X, tem-se
oF
0Y = —=0X
0X

e dividindo-se ambos os lados pela diferencial de tempo tem-se

Y = J(X)X

onde J(X) = g—f; ¢ denominado Jacobiano de /' com relagdo a X.

Em robdtica geralmente se estd interessado em jacobianos que relacionam ve-
locidades nas juntas com velocidades cartesianas da garra, ou seja

VZ“”ZJ(q)d

Normalmente deseja-se determinar as velocidades cartesianas e angulares em
relacdo ao sistema de coordenadas da base do manipulador. Tem-se entdo:

0
= [ og] = J(4)g 1)



2 Sistemas de Coordenadas
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Figura 1: Atribui¢do dos Sistemas de Coordenadas

3 Calculo das Velocidades

i—1 i—1 ) i—17
wi="wi—i +0;" Zi1
i, ZR =1, 0‘_@'—12_
Ww; = i—1 Wi—i + ) i—1
z—lvi — Z_lvi—l + z—lwi % z—lB

Z’Ui — ZRz'fl (Z_lvifl 4 z—lwi % Z_lpi)

Para juntas prisméticas:



Zvi — ZRi—l (Z_lvi—l + z—lwi % z—lB + dil_lzi—l)

4 Método de Calculo do Jacobiano de Whitney[3]
[2]

O jacobiano é um operador linear. Portanto, pode-se utilizar superposi¢do para
obter a velocidade da garra em func¢ao das velocidades das juntas. Assim, a parcela
de velocidade cartesiana da garra em relag@o ao sistema de coordenadas da base,
representada no sistema de coordenadas da base, devido a velocidade da junta i é
dada por

OVT; —

{ ‘R4 (iilZAi_l X iian) ¢; para junta rotacional 2

OR, Y7 1d: para junta prismdtica
Analogamente, a parcela de velocidade angular da garra em relacao ao sistema

de coordenadas da base, representada no sistema de coordenadas da base, devido
a velocidade da junta ¢ é dada por

0 _ R;_1""'Z;_1¢; para junta rotacional 3)
" 0 para junta prismatica
Assim, a i-€sima coluna do jacobiano representado no sistema de coordenadas

de base serd dada por

R, , (zelZZ__l % iflpn) _ .
para junta rotacional

Jia) = "Riy' 20
! OR. -1z
[ i—1 0 i1 ] para junta prismatica

J@Qi={ J(q) ¢ Jola) P - ¢ Julg) | d
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5 Jacobiano Inverso

Se for desejado o mapeamento das velocidades cartesianas nas velocidades das
juntas, pode-se inverter a expressao (1), obtendo-se:

q¢="J""q)



6 Jacobiano no Dominio da Forca

Como o trabalho possui dimensdo de energia, ele deve ser o mesmo tanto em
coordenadas cartesianas quanto em coordenas de junta. Portanto, tem-se

F-0X =71-00
que também pode ser escrito na forma
Frsx =160

A expressao de definicdo do jacobiano também pode ser escrita na forma

0X = JoO
e portanto pode-se escrever
Frjse =150
de onde tem-se
Frj=+"

e transpondo-se ambos os lados chega-se a:

r=J'F

Ou seja, o jacobiano transposto mapeia forgas estdtica agindo na garra para
torque nas juntas.

7 Mapeamento de Aceleracoes [2]

Derivando-se em relacdo ao tempo a expressao (1) obtém-se

v =J(q,q)q+ J(q)§

Considerando-se apenas a contribui¢do da i-€sima junta tem-se

v = Ji(q, @)@ + Ji(q)d;

Resolvendo-se para J;(¢) tem-se

Jila, 4) = (0 — Ji(@)ir) ;'

Para junta ¢ rotacional tem-se



OR. | (i—lZAiil % i—lpn)

) ( R 17

De (2) e (3) tem-se

qz) g

OR; 1 (iilZAz‘—1 X ¢71pn) G +°Riy (iilZz‘—l X iian) Gi ]

b = o
0 —1 .
R, 1" Z;1q;

Tem-se ainda que

z—an — z—lVT: — z—lZZ__1 % Z_lpani

€ portanto

Ji(q,q) = l "Rioy (T 2 X (i;z}l x 1B ] g

ou ainda

jz'(q,(j) _ [ OR; 1 (FlZAzel X (i_lzifl X i_lpn)) Gi ]

Para junta ¢ prismatica:

; . . ORZ'_ iilZAi_ v\ .
Ji(q,q) = <Vi_ [ 10 ! ]%) g
De (2) e (3) tem-se

- 0Rz‘—1i71ZAz‘—1Cj¢
,,Z_[ .

o que resulta

Ji(q,q) =
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