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1 Problema do Jacobiano
Jacobiano é uma forma multidimensional de derivada. Seja, por exemplo, a função
vetorial

Y = F (X)

Calculando-se a diferencial de Y em função da diferencial de X , tem-se

δY =
∂F

∂X
δX

e dividindo-se ambos os lados pela diferencial de tempo tem-se

Ẏ = J(X)Ẋ

onde J(X) = ∂F

∂X
é denominado Jacobiano de F com relação a X .

Em robótica geralmente se está interessado em jacobianos que relacionam ve-
locidades nas juntas com velocidades cartesianas da garra, ou seja

ν =

[

V

Ω

]

= J(q)q̇

Normalmente deseja-se determinar as velocidades cartesianas e angulares em
relação ao sistema de coordenadas da base do manipulador. Tem-se então:

0ν =

[

0V
0Ω

]

= 0J(q)q̇ (1)
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2 Sistemas de Coordenadas

Figura 1: Atribuição dos Sistemas de Coordenadas

3 Cálculo das Velocidades
i−1ωi = i−1ωi−i + θ̇i

i−1Ẑi−1

iωi = iRi−1

(

i−1ωi−i + θ̇i
i−1Ẑi−1

)

i−1vi = i−1vi−1 + i−1ωi ×
i−1Pi

ivi = iRi−1

(

i−1vi−1 + i−1ωi ×
i−1Pi

)

Para juntas prismáticas:

iωi = iRi−1
i−1ωi−i

2



ivi = iRi−1

(

i−1vi−1 + i−1ωi ×
i−1Pi + ḋi

i−1Zi−1

)

4 Método de Cálculo do Jacobiano de Whitney[3]
[2]

O jacobiano é um operador linear. Portanto, pode-se utilizar superposição para
obter a velocidade da garra em função das velocidades das juntas. Assim, a parcela
de velocidade cartesiana da garra em relação ao sistema de coordenadas da base,
representada no sistema de coordenadas da base, devido à velocidade da junta i é
dada por

0V i

n =







0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

)

q̇i para junta rotacional
0Ri−1

i−1Ẑi−1q̇i para junta prismática
(2)

Analogamente, a parcela de velocidade angular da garra em relação ao sistema
de coordenadas da base, representada no sistema de coordenadas da base, devido
à velocidade da junta i é dada por

0Ωi

n
=

{

0Ri−1
i−1Ẑi−1q̇i para junta rotacional

0 para junta prismática
(3)

Assim, a i-ésima coluna do jacobiano representado no sistema de coordenadas
de base será dada por

Ji(q) =































0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

)

0Ri−1
i−1Ẑi−1



 para junta rotacional
[

0Ri−1
i−1Ẑi−1

0

]

para junta prismática

ν =

[

V (t)
Ω(t)

]

= J(q)q̇ =
[

J1(q)
... J2(q)

... · · ·
... Jn(q)

]

q̇

5 Jacobiano Inverso
Se for desejado o mapeamento das velocidades cartesianas nas velocidades das
juntas, pode-se inverter a expressão (1), obtendo-se:

q̇ = 0J−1(q)0ν
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6 Jacobiano no Domínio da Força
Como o trabalho possui dimensão de energia, ele deve ser o mesmo tanto em
coordenadas cartesianas quanto em coordenas de junta. Portanto, tem-se

F · δX = τ · δΘ

que também pode ser escrito na forma

F
T δX = τT δΘ

A expressão de definição do jacobiano também pode ser escrita na forma

δX = JδΘ

e portanto pode-se escrever

F
TJδΘ = τT δΘ

de onde tem-se

F
TJ = τT

e transpondo-se ambos os lados chega-se à:

τ = JT
F

Ou seja, o jacobiano transposto mapeia forças estática agindo na garra para
torque nas juntas.

7 Mapeamento de Acelerações [2]
Derivando-se em relação ao tempo a expressão (1) obtém-se

ν̇ = J̇(q, q̇)q̇ + J(q)q̈

Considerando-se apenas a contribuição da i-ésima junta tem-se

ν̇i = J̇i(q, q̇)q̇i + Ji(q)q̈i

Resolvendo-se para J̇i(q) tem-se

J̇i(q, q̇) = (ν̇i − Ji(q)q̈i) q̇−1

i

Para junta i rotacional tem-se
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J̇i(qq̇) =



ν̇i −





0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

)

0Ri−1
i−1Ẑi−1



 q̈i



 q̇−1

i

De (2) e (3) tem-se

ν̇i =





0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Ṗn

)

q̇i + 0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

)

q̈i

0Ri−1
i−1Ẑi−1q̈i





Tem-se ainda que

i−1Ṗn = i−1V i

n
= i−1Ẑi−1 ×

i−1Pnq̇i

e portanto

J̇i(q, q̇) =

[

0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

))

q̇2

i

0

]

q̇−1

i

ou ainda

J̇i(q, q̇) =

[

0Ri−1

(

i−1Ẑi−1 ×

(

i−1Ẑi−1 ×
i−1Pn

))

q̇i

0

]

Para junta i prismática:

J̇i(q, q̇) =

(

ν̇i −

[

0Ri−1
i−1Ẑi−1

0

]

q̈i

)

q̇−1

i

De (2) e (3) tem-se

ν̇i =

[

0Ri−1
i−1Ẑi−1q̈i

0

]

o que resulta

J̇i(q, q̇) = 0
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