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1 Introdução

Existem basicamente três métodos para acionamento de robôsmóveis: a) através
de rodas, b) através de lagartas e c) através de pernas. O acionamento através de
rodas é o mais utilizado, por ser de fácil construção e adaptar-se relativamente
bem às condições de operação em ambientesin-door e ambientesout-doorpavi-
mentados, onde as irregularidades do solo não são muito severas. A utilização do
acionamento através de lagartas ou através de pernas restringe-se à operação em
ambientesout-doorhostis, devido à sua maior facilidade em transpor obstáculos.

A utilização limitada do acionamento através de pernas deve-se à sua cons-
trução mecânica mais complexa em relação aos outros métodosde acionamento.
Além disso, geralmente necessita um maior número de atuadores e o projeto do
sistema de controle torna-se mais complicado, pois é necessário se considerar o
equilíbrio do robô. Um exemplo de robô acionado por pernas é oAmbler [9]
desenvolvido pela NASA.

O acionamento através de lagartas possui uma construção relativamente sim-
ples. No entanto, a operação normal deste tipo de acionamento baseia-se intencio-
nalmente no deslizamento das lagartas. Isto faz com que métodos de determinação
de pose, como odead-reckoningtenham um desempenho muito ruim. Em [2] é
apresentado um método para melhorar o desempenho dodead-reckoningdeste
tipo de robô. Porém, este método apresenta limitações para aplicação em ambien-
tes inóspitos, onde um acionamento através de lagartas seria desejável.

Aqui, seguindo a formulação de [3] serão considerados apenas robôs com aci-
onamento através de rodas. Os modelos para robôs acionados por rodas podem
ser divididos em quatro tipos: a) modelo cinemático de pose,b) modelo cinemá-
tico de configuração, c) modelo dinâmico de configuração e d) modelo dinâmico
de pose.
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Os modelos cinemáticos descrevem o robô em função da velocidade e orien-
tação das rodas, enquanto os modelos dinâmicos descrevem o robô em função das
forças generalizadas aplicadas pelos atuadores, por exemplo, torques nas rodas.

Os modelos de pose consideram como estado apenas a posição e orientação
do robô, enquanto os modelos de configuração consideram alémda pose outras
variáveis internas, como por exemplo deslocamento angulardas rodas. Do ponto
de vista de controle da posição e orientação espacial do robô, apenas os modelos
de pose são necessários.

A maioria dos trabalhos apresentados na literatura [1, 6, 8]descreve o robô em
coordenadas cartesianas e utiliza apenas um modelo cinemático de pose. Um nú-
mero reduzido de autores consideram também um modelo dinâmico [10]. Em [8]
é utilizado um modelo cinemático de pose em coordenadas polares. A modelagem
em coordenadas polares permite escrever um modelo com propriedades interes-
santes do ponto de vista de controle.

A seguir serão apresentados os modelos utilizados neste trabalho, seguindo a
formulação semelhante a [3]. Embora apenas os modelos de pose sejam necessá-
rios para controle do robô, são apresentados também os modelos de configuração,
pois o modelo dinâmico de pose é obtido a partir do modelo dinâmico de configu-
ração.

2 Modelo Cinemático de Pose

Neste trabalho assume-se um robô móvel constituído de um corpo rígido cujas
rodas não sofrem deformação e que movimenta-se no plano horizontal. A posição
e a orientação do robô são descritas em relação a um sistema inercial{X0, Y0,Θ0}.
Um sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc} é associado ao corpo do robô, conforme
detalhado na Figura 1.

Com isto, a pose do sistema{Xc, Yc,Θc} com relação ao sistema{X0, Y0,Θc}
será

0ξc =





xc

yc

θc



 (1)

e a rotação do sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc} com relação ao sistema de
coordenadas{X0, Y0,Θ0} será descrita por

0Rc =





cos θc − sen θc 0
sen θc cos θc 0

0 0 1



 (2)
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Figura 1: Definição dos sistemas de coordenadas.

Tem-se ainda que tem-se que a velocidade do robô em relação aosistema de
coordenadas inercial será

0ξ̇c =





ẋc

ẏc

θ̇c



 (3)

que descrita no sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc} será

cξ̇c = cR0
0ξ̇c (4)

onde

cR0 = 0R−1
c = 0RT

c =





cos θc sen θc 0
− sen θc cos θc 0

0 0 1



 (5)

2.1 Descrição das Rodas

O modelo desenvolvido aqui para as rodas assume que o plano decada roda per-
maneça vertical durante o movimento e que a rotação se dá em torno de um eixo
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horizontal cuja orientação em relação os sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc}
pode ser fixa ou variável. Considera-se duas classes de rodas: rodas convenci-
onais e rodas universais. Em ambos os casos, assume-se que o ponto de contato
com o solo é reduzido a um único ponto.

As rodas convencionais satisfazem à condição de rolamento sem deslizamento,
portanto a velocidade do ponto de contato com o solo é zero. Ouseja, tanto as
componentes de velocidade paralela e ortogonal ao plano a roda são nulas.

Para uma roda universal (figura 2) apenas um dos componentes de velocidade
do ponto de contato é zero. A direção desta componente é arbitrária, mas fixa em
relação à orientação da roda.

Figura 2: Roda Universal.

Considerando-se as suposições acima, pode-se deduzir as restrições às quais
está sujeito o movimento das rodas:

2.1.1 Rodas Convencionais Fixas

Para obter-se uma descrição das rodas é associado a cada rodaum sistema de
coordenadas{Xw, Yw,Θw}, cuja origem está na projeção do ponto de contato da
roda, com o eixoXw apontando na direção de movimento da roda, conforme a
Figura 3.

A velocidade do sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} com relação ao sis-
tema de coordenadas inercial{X0, Y0,Θ0} descrita no sistema de coordenadas
{Xc, Yc,Θc} é

cξ̇w = cξ̇c + cΘ̂c
cξ̇T

c
cΘ̂c × cPw (6)
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Figura 3: Definição do sistema de coordenadas da roda convencional fixa.

onde cPw é a posição da origem do sistema{Xw, Yw,Θw} em relação ao sis-
tema{Xc, Yc,Θc} dada porcPw =

[
l cosα l senα ψ

]T
, cΘ̂c é o versor da

coordenadaΘ representado no sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc} dado por
cΘ̂c =

[
0 0 1

]T
e× denota o produto vetorial.

A expressão (6), descrita no sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} associando
ao centro da roda assume a forma

wξ̇w = wRc
cξ̇c + wRc

cΘ̂c
cξ̇T

c
cΘ̂c × cPw (7)

ondewRc é a matriz de rotação entre os sistemas de coordenadas{Xw, Yw,Θw}
e{Xc, Yc,Θc} dada por

wRc =





cosψ senψ 0
− senψ cosψ 0

0 0 1



 (8)

ou ainda

wξ̇w = wRc
cξ̇c + cΘ̂c

cξ̇T
c

cΘ̂c × wRc
cPw (9)

Comoψ = α + β − π
2

pode-se escreverwRc na forma
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wRc =





sen(α+ β) − cos(α+ β) 0
cos(α + β) sen(α + β) 0

0 0 1



 (10)

e utilizando-se (4), (9) pode ser reescrita como

wξ̇w =





sen(α + β) − cos(α + β) 0
cos(α+ β) sen(α + β) 0

0 0 1



 cR0
0ξ̇c + cΘ̂c

cR0
0ξ̇c

cΘ̂c×





l sen β
l cosβ
ψ





(11)
Por outro lado, tem-se que o segundo termo de (11) é





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 cR0
0ξ̇c×





l sen β
l cos β
ψ



 =





0
0

θ̇c



×





l sen β
l cosβ
ψ



 =





0 0 −l cosβ
0 0 l sen β
0 0 0



 cR0
0ξ̇c

(12)
Logo tem-se

wξ̇w =





sen(α+ β) − cos(α+ β) −l cos β
cos(α + β) sen(α + β) l sen β

0 0 1



 cR0
0ξ̇c (13)

e comowξ̇w =
[

rϕ̇ 0 θ̇c

]T
, chega-se à expressão





sen(α + β) − cos(α + β) −l cosβ
cos(α + β) sen(α + β) l sen β

0 0 1



 cR0
0ξ̇c +





−rϕ̇
0

−θ̇c



 = 0 (14)

que representa as restrições a que está sujeito o movimento do robô devido à roda
em questão. Esta expressão pode ainda ser desmembrada em

[
− sen(α+ β) cos(α+ β) l cosβ

]
cR0

0ξ̇c + rϕ̇ = 0 (15)

que representa a restrição de movimento ao longo do plano da roda e

[
cos(α + β) sen(α + β) l sen β

]
cR0

0ξ̇c = 0 (16)

que representa a restrição de movimento ortogonal ao plano da roda.
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2.1.2 Rodas Convencionais Orientáveis Centradas

Uma roda convencional orientável centrada é uma roda cujo plano pode ser rota-
cionado em torno de um eixo vertical passando pelo centro da roda. A descrição
deste tipo de roda é a mesma utilizada para rodas fixas (caso anterior), porém o
ânguloβ não é constante, mas variável.

2.1.3 Rodas Convencionais Orientáveis Não-centradas

Este tipo de roda também pode ter sua orientação alterada. Noentanto, neste caso
a rotação do plano da roda ocorre em torno de um eixo vertical que não passa
através do centro da roda, conforme a Figura 4.

Figura 4: Roda convencional orientável não-centrada.

Neste caso, tem-se

cPw =





l cosα + d cosψ
l senα + d senψ

ψ



 =





l cosα + d sen(α+ β)
l senα− d cos(α + β)

ψ



 (17)

A velocidade do sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} com relação ao sis-
tema de coordenadas inercial{X0, Y0,Θ0} descrita no sistema de coordenadas
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{Xc, Yc,Θc} é

cξ̇w = cξ̇c + cΘ̂c
cξ̇T

c
cΘ̂c × cPw + β̇cΘ̂c + β̇cΘ̂c × cPdw (18)

ondecPdw é o deslocamento da origem do sistema{Xw, Yw, Thetaw} em relação
ao centro de giro da roda, representado no sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc},
dado por

cPdw =





d cosψ
d senψ
ψ



 =





d sen(α + β)
d cos(α + β)

ψ



 (19)

A expressão (18), descrita no sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} associ-
ando ao centro da roda assume a forma

wξ̇w = wRc
cξ̇c + wRc

cΘ̂c
cξ̇T

c
cΘ̂c × cPw + β̇cΘ̂c + wRc

cΘ̂c × cPdwβ̇ (20)

ou ainda

wξ̇w = wRc
cξ̇c + cΘ̂c

cξ̇T
c

cΘ̂c × wRc
cPw + β̇cΘ̂c + cΘ̂c × wRc

cPdwβ̇ (21)

e utilizando-se (4), (21) pode ser reescrita como

wξ̇w =





sen(α + β) − cos(α + β) 0
cos(α + β) sen(α+ β) 0

0 0 1



 cR0
0ξ̇c + cΘ̂c

cR0
0ξ̇c

cΘ̂c ×





l sen β + d
l cos β
ψ





+ β̇cΘ̂c + cΘ̂c ×





d
0
ψ



 β̇ (22)

Por outro lado, tem-se que os três últimos termos de (22) são





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 cR0
0ξ̇c ×





l sen β + d
l cosβ
ψ



 +





0
0

β̇



 +





0

dβ̇
0



 =





0
0

θ̇c



 ×





l sen β + d
l cosβ
ψ



 +





0

dβ̇

β̇



 = (23)





0 0 −l cosβ
0 0 l sen β + d
0 0 0



 cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇

β̇
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Logo tem-se

wξ̇w =





sen(α+ β) − cos(α+ β) −l cosβ
cos(α + β) sen(α + β) l sen β + d

0 0 1



 cR0
0ξ̇c +





0

dβ̇

β̇



 (24)

e comowξ̇w =
[

rϕ̇ 0 θ̇c + β̇
]T

, chega-se à expressão





sen(α + β) − cos(α + β) −l cos β
cos(α+ β) sen(α + β) l sen β + d

0 0 1



 cR0
0ξ̇c+





0

dβ̇

β̇



+





−rϕ̇
0

−θ̇c − β̇



 = 0

(25)
que representa as restrições a que está sujeito o movimento do robô devido à roda
em questão. Esta expressão pode ainda ser desmembrada em

[
− sen(α+ β) cos(α+ β) l cosβ

]
cR0

0ξ̇c + rϕ̇ = 0 (26)

que representa a restrição de movimento ao longo do plano da roda e

[
cos(α+ β) sen(α + β) l sen β + d

]
cR0

0ξ̇c + dβ̇ = 0 (27)

que representa a restrição de movimento ortogonal ao plano da roda.

2.1.4 Rodas Universais

A posição deste tipo de roda em relação ao sistema de coordenadas{Xc, Yc,Θc}
é descrita de forma semelhante à roda convencional fixa. Porém, é necessário
a introdução de mais um parâmetro para caracterizar a direção, com relação ao
plano da roda, do componente nulo da velocidade do ponto de contato. A Figura 5
mostra a definição dos sistemas de coordenadas utilizados para descrever este tipo
de roda. Note-se que o eixoXw está alinhado com a direção do componente nulo
da velocidade do ponto de contato e não com a direção do plano da roda como nos
casos anteriores.

Tal como no caso das rodas fixas, tem-se

cPw =





l cosα
l senα
ψ



 (28)

e a velocidade do sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} com relação ao sis-
tema de coordenadas inercial{X0, Y0,Θ0} descrita no sistema de coordenadas
{Xc, Yc,Θc} é
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Figura 5: Definição do sistema de coordenadas para roda universal.

cξ̇w = cξ̇c + cΘ̂c
cξ̇T

c
cΘ̂c × cPw (29)

que, representada no sistema de coordenadas{Xw, Yw,Θw} também pode ser
escrita na forma

wξ̇w = wRc
cξ̇c + cΘ̂c

cξ̇T
c

cΘ̂c × wRc
cPw (30)

Porém, agora tem-seψ = α+β+γ− π
2

e a matriz de rotação entre os sistemas
de coordenadas{Xw, Yw,Θw} e{Xc, Yc,Θc} será

wRc =





sen(α + β + γ) − cos(α+ β + γ) 0
cos(α + β + γ) sen(α + β + γ) 0

0 0 1



 (31)

consequentemente, tem-se
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wξ̇w =





sen(α + β + γ) − cos(α + β + γ) 0
cos(α + β + γ) sen(α + β + γ) 0

0 0 1



 cR0
0ξ̇c

+ cΘ̂c
cR0

0ξ̇c
cΘ̂c ×





l sen(β + γ)
l cos(β + γ)

ψ



 (32)

O segundo termo de (32) pode ser escrito como:





0 0 0
0 0 0
0 0 1



 cR0
0ξ̇c ×





l sen(β + γ)
l cos(β + γ)

ψ



 =





0
0

θ̇c



 ×





l sen(β + γ)
l cos(β + γ)

ψ





=





0 0 −l cos(β + γ)
0 0 l sen(β + γ)
0 0 0



 cR0
0ξ̇c (33)

Logo tem-se

wξ̇w =





sen(α + β + γ) − cos(α + β + γ) −l cos(β + γ)
cos(α + β + γ) sen(α+ β + γ) l sen(β + γ)

0 0 1



 cR0
0ξ̇c (34)

Por outro lado, tem-se que a velocidade do robô descrita no sistema de coor-
denadas{Xw, Yw,Θw} é dada por

wξ̇w =





rϕ̇ cos γ
wξ̇wy

θ̇c



 (35)

Como se trata de uma roda universal, o componente de velocidade normal é
desconhecido, pois a velocidade do ponto de contato nesta direção não é nula.
Com isto, a restrição de movimento da roda pode ser escrita como

[
− sen(α + β + γ) cos(α + β + γ) l cos(β + γ)

]
cR0

0ξ̇c + r cos γϕ̇ = 0
(36)

Assume-se que para uma roda universalγ 6= π
2
. Casoγ = π

2
a roda estaria

sujeita a uma restrição equivalente à restrição de não escorregamento de uma roda
convencional, perdendo o benefício de ser uma roda universal. A figura 6 mostra
uma roda universal comγ = 0.
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Figura 6: Roda universal comγ = 0.

2.2 Restrições à Mobilidade do Robô

Considere-se um robô que possuaN rodas, sendoNf rodas convencionais fixas,
Nc rodas centradas,Nnc rodas não centradas eNu rodas universais. Então, as
equações que descrevem as restrições (15, 16, 26, 27 e 36) podem ser escritas na
forma matricial:

J1(βc, βnc)
cR0

0ξ̇c + J2ϕ̇ = 0 (37)

C1(βc, βnc)
cR0

0ξ̇c + C2β̇nc = 0 (38)

com as seguintes definições:

J1(βc, βnc) =







J1f

J1c(βc)
J1nc(βnc)
J1u







(39)

C1(βc, βnc) =





C1f

C1c(βc)
C1nc(βnc)



 (40)

C2 =





0
0

C2nc



 (41)
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ondeJ1f , J1c, J1nc e J1u são, respectivamente, matrizes de dimensõesNf × 3,
Nc×3,Nnc×3 eNu×3. J2 é uma matriz cuja diagonal são os raios das rodas ou,
no caso de rodas universais, o raios das rodas multiplicadospor cos γ. C1f , C1c e
C1nc são matrizes de dimensõesNf × 3,Nc × 3,Nnc × 3. C2nc é uma matriz cuja
diagonal são iguais as distânciasd dasNnc rodas não centradas.

Considerando-se apenas as primeirasNf +Nc restrições de (38) tem-se

C∗
1(βc)

cR0
0ξ̇c = 0 (42)

sendo

C∗
1(βc) =

[
C1f

C1c(βc)

]

(43)

e portantocR0
0ξ̇c pertence ao espaço nulo deC∗

1(βc).
As limitações da mobilidade do robô estão relacionadas com orankdeC∗

1 (βc).

Definição 1 (Grau de Mobilidade) Define-se grau de mobilidade de um robô
móvel como

δm = dimN (C∗
1(βc)) (44)

É evidente queρ (C∗
1 (βc)) ≤ 3. Seρ (C∗

1(βc)) = 3, entãocR0
0ξ̇c = 0 e a

movimentação do robô é impossível, portanto deve-se terρ (C∗
1(βc)) ≤ 2.

Por outro lado,ρ (C1f) = 2 implica a existência de pelo menos 2 rodas fixas
cujos planos não são paralelos. Se existirem mais de duas rodas fixas, os eixos de
todas elas deverão concorrer para o mesmo centro de rotação instantâneo. Como
este centro de rotação é fixo, devido aos planos das rodas não serem paralelos, o
único movimento possível para o robô é a rotação em torno deste ponto. Logo,
para eliminar esta limitação, impõe-se a condição de queρ (C1f ) ≤ 1, ou seja, se
o robô possui mais de uma roda convencional fixa, todas elas devem estar em um
mesmo eixo.

Tem-se ainda queρ (C∗
1 (βc)) ≤ ρ (C1f ) + ρ (C1c(βc)), mas a situação em

queρ (C∗
1(βc)) < ρ (C1f ) + ρ (C1c(βc)) corresponde a ter-se os centros das ro-

das orientáveis centradas sobre o eixo comum das rodas fixas.Esta situação faz
com que as rodas orientáveis percam a sua capacidade de atuarsobre a alocação
do centro de rotação instantâneo, portanto assume-se também queρ (C∗

1(βc)) =
ρ (C1f ) + ρ (C1c(βc)).

Definição 2 (Grau de Dirigibilidade) O grau de dirigibilidade de um robô mó-
vel é definido como o número de rodas convencionais orientáveis centradas que
podem ser orientadas independentemente para dirigir o robô, e é dado por
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δs = ρ (C1c(βc)) (45)

Se o robô estiver equipado com mais deδs rodas convencionais orientadas
centradas, o movimento deNc − δs rodas deverá ser coordenado com as demais,
de forma a garantir a existência do centro de rotação instantâneo.

Do exposto acima, conclui-se que a configuração das rodas de um robô móvel
deve ser tal que as seguintes restrições sejam satisfeitas:

1 ≤ δm ≤ 3 (46)

0 ≤ δs ≤ 2 (47)

2 ≤ δm + δs ≤ 3 (48)

O limite inferior de (46) significa que serão considerados apenas os casos em
que é possível o movimento. A restrição (47) indica que podemexistir no máximo
duas rodas orientáveis centradas independentes. As configurações em queδm +
δs = 1 permitem apenas a rotação em torno de um centro instantâneo fixo, sendo
portanto desconsideradas. O limite superior de (48) é devido a condição de que
ρ (C∗

1 (βc)) ≤ 2, e portantoδs = 2 implicaδm = 1.
Pode ser verificado que apenas cinco classes de robôs com rodas, caracteriza-

dos pelo par(δm, δs) satisfazem as restrições (46), (47) e (48): as classes (3,0),
(2,0), (2,1), (1,1) e (1,2).

Classe (3,0)Nesta classe de robô tem-seρ (C∗
1(βc)) = 0, portanto não existem

rodas fixas ou rodas orientáveis centradas. Estes robôs são denominados
omnidirecionais, pois podem mover-se instantaneamente em qualquer di-
reção e com qualquer reorientação.

Classe (2,0)Comoρ (C∗
1 (βc)) = ρ (C1f ) + ρ (C1c(βc)) = 1 e ρ (C1c(βc)) = 0,

esta classe de robô tem uma roda fixa ou várias rodas fixas em um eixo
comum, pois é necessário queρ (C1f) = 1. Os robôs desta classe normal-
mente possuem rodas operando em modo diferencial.

Classe (2,1)Esta classe de robô possui pelo menos uma roda orientável centrada
e não possui rodas fixas, poisρ (C1f ) = 0. Existindo mais de uma roda
orientável centrada, o movimento destas rodas deverá ser coordenado de
forma queρ (C1c(βc)) = 1.

14



Classe (1,1)Neste caso tem-seρ (C1f ) = 1 e portanto deve-se ter uma roda fixa,
ou várias rodas fixas em um eixo comum e uma ou mais rodas orientáveis
centradas, cujo centro não deve estar sobre o eixo das rodas fixas. Havendo
várias rodas orientáveis centradas, o seu movimento deve ser coordenado de
forma queρ (C1c(βc)) = 1. Robôs construídos na forma de carros conven-
cionais, com direção tipo Aeckerman [7] pertencem a esta classe. Em [5]
é apresentado um método para representar qualquer robô desta classe por
um modelo de bicicleta, com apenas uma roda fixa e uma roda orientável
centrada.

Classe (1,2)Robôs desta classe não possuem rodas fixas, poisρ (C1f) = 0. Por
outro lado, possuem duas rodas orientáveis centradas, ou mais, desde que
seu movimento seja coordenado de forma queρ (C1c(βc)) = 2.

2.3 Modelo Cinemático de Pose no Espaço de Estados

De (42) tem-se quecR0
0ξ̇c pertence ao espaço nulo deC∗

1 (βc). Portanto, lem-
brando quecR−1

0 = cRT
0 = 0Rc, pode-se escrever

0ξ̇c = 0RcΣ(βc)η (49)

onde as colunas deΣ(βc) formam uma base do espaço nulo deC∗
1 (βc). Pode-se

verificar facilmente que as dimensões deσ(βc) eη serão sempre3× δm eδm × 1.
Definindo-seζ = β̇c, (49) pode ser aumentada para

{
0ξ̇c = 0RcΣ(βc)η

β̇c = ζ
(50)

que é o modelo no espaço de estados do sistema, com as coordenadas de pose0ξc
e as coordenadas angularesβc como variáveis de estado. Como entradas lineares
do sistema tem-seη e ζ . Se por outro lado, o robô não possui rodas orientáveis
centradas (Nc = 0), a matrizΣ não dependerá deβc e (49) não precisará ser
aumentada. Na Tabela 1 são mostrados os modelos cinemáticosde pose particu-
larizados para cada uma para as cinco classes de robô móveis,onded e L são
parâmetros dependentes da geometria particular do robô considerado.

Genericamente, o modelo cinemático de pose pode ser escritona forma

ẋ = B(x)u (51)

com

x =







0ξc , Nc = 0
[

0ξc
βc

]

, Nc ≥ 0
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Tabela 1: Modelos cinemáticos de pose.

Classe Modelo

(3,0)
omnidirecional





ẋc

ẏc

θ̇c



 =





cos θc − sen θc 0
sen θc cos θc 0

0 0 1









η1

η2

η3





(2,0)
diferencial





ẋc

ẏc

θ̇c



 =





cos θc 0
sen θc 0

0 1





[
η1

η2

]

(2,1)







ẋc

ẏc

θ̇c

β̇c







=







cos(θc + βc) 0 0
sen(θc + βc) 0 0

0 1 0
0 0 1











η1

η2

ζ





(1,1)
carro







ẋc

ẏc

θ̇c

β̇c







=







d cos θc sen βc 0
d sen θc cos βc 0

cos βc 0
0 1







[
η1

ζ

]

(1,2)









ẋc

ẏc

θ̇c

β̇c1

β̇c2









=









L [sen βc1 cos(θc + βc2) + sen βc2 cos(θc + βc1)] 0 0
L [sen βc1 sen(θc + βc2) + sen βc2 sen(θc + βc1)] 0 0

sen(βc2 − βc1) 0 0
0 1 0
0 0 1













η1

ζ1

ζ2





B(x) =







0RcΣ , Nc = 0
[

0RcΣ(βc) 0
0 I

]

, Nc ≥ 0

u =







η ,Nc = 0
[
η
ζ

]

, Nc ≥ 0

Definição 3 (Grau de Manobrabilidade) O grau de manobrabilidade de um robô
móvel é definido como

δM = δm + δs (52)

Pode-se observar que a dimensão do vetor de entradas é igual ao grau de ma-
nobrabilidade do robô. Este parâmetro indica quantos grausde liberdade podem
ser manipulados através das entradasη e ζ . Em outras palavras, indica a possi-
bilidade de alocar-se livremente o centro instantâneo de rotação.δM = 3 indica
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Tabela 2: Parâmetros das rodas do robô da Figura 7.
Roda 1 2 3

l
√
a2 + b2

√
a2 + b2 c

d 0 0 d3

α − arctan(b/a) arctan(b/a) π
β π

2
− α1

π
2
− α2 β3

que o centro instantâneo de rotação pode ser livremente alocado no plano, direta-
mente através deη para robôs da classe(3,0) ou através da reorientação das rodas
centradas para robôs das classes (1,2) e (2,1). Por outro lado, δM = 2 indica que a
posição do centro instantâneo de rotação está restrita à pertencer a linha que passa
pelo centro das rodas fixas. Esta posição será determinada diretamente porη para
robôs da classe (2,0) ou através da orientação das rodas centradas para robôs da
classe (1,1).

No entanto, deve-se ressaltar que o número de graus de liberdade que podem
ser acessados diretamente é igual aδm, já que apenas os graus de liberdade aces-
sados porη podem ser acessados diretamente. A ação deζ nas coordenadas de
pose é indireta, pois é obtida através da variávelβc, calculada pela integral de
ζ . Fisicamente, isto pode ser verificado considerando-se queζ modifica apenas
a orientação das rodas centradas do robô e portanto, apenas influenciará as co-
ordenadas de pose do robô se este se mover. Portanto, para um mesmo valor
de δM , robôs comδm maior são mais manobráveis. Como seria de esperar, o
máximo de manobrabilidade é obtido com robôs omnidirecionais, quando tem-se
δM = δm = 3.

Pode ser provado [3] que o modelo cinemático de pose (51) é irredutível, ou
seja, não existe uma transformação de coordenadas tal que uma das coordenadas
é identicamente nula.

Exemplo 1 Considere o robô móvel com acionamento diferencial mostrado na
Figura 7.

Considerando as restrições (16) e (27) para cada roda e escrevendo-se na
forma matricial tem-se





cos(α1 + β1) sen(α1 + β1) l1 sen(β1)
cos(α2 + β2) sen(α2 + β2) l2 sen(β2)
cos(α3 + β3) sen(α3 + β3) l3 sen(β3) + d3



 cR0
0ξ̇c +





0
0
d3



 β̇3 = 0 (53)

Tem-se que os parâmetros das rodas são os mostrados na Tabela2. Note que
β3 é variável.

Substituindo os parâmetros da Tabela 2 em (53) tem-se:
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X0

Y0

Xc

Yc

Xw1

Yw1

Xw2

Yw2

Xw3

Yw3

xc

yc

a

b

c

d3

α1

α2

α3

β1

β2

β3

Figura 7: Robô móvel com acionamento diferencial.





cos(α1 + π
2
− α1) sen(α1 + π

2
− α1) l1 sen(π

2
− α1)

cos(α2 + π
2
− α2) sen(α2 + π

2
− α2) l2 sen(π

2
− α2)

cos(π + β3) sen(π + β3) l3 sen(β3) + d3



 cR0
0ξ̇c +





0
0
d3



 β̇3 = 0

ou





0 1 l1 cos(α1)
0 1 l2 cos(α2)

− cos(β3) − sen(β3) l3 sen(β3) + d3



 cR0
0ξ̇c +





0
0
d3



 β̇3 = 0

E como se pode verificar pela Figura 7, tem-se quel1 cos(α1) = a el2 cos(α2) =
a, portanto:





0 1 a
0 1 a

− cos(β3) − sen(β3) l3 sen(β3) + d3





︸ ︷︷ ︸

C1(βc,βnc)=C1(β3)

cR0
0ξ̇c +





0
0
d3





︸ ︷︷ ︸

C2

β̇3 = 0

Assim, considerando-se apenas as restrições referentes asrodas fixas e as
rodas centradas (nesse caso estas últimas não existem) tem-se
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C∗
1(βc) =

[
0 1 a
0 1 a

]

= C∗
1

Tem-se queρ(C∗
1) = 1 e portantoδm = dimN (C∗

1) = 3 − 1 = 2. Por outro
lado,δs = ρ (C1c(βc)) = 0. Logo, trata-se de um robô da classe(2, 0).

De (49) tem-se

0ξ̇c = 0RcΣ(βc)η

onde as colunas deΣ(βc) formam uma base do espaço nulo deC∗
1 (βc).

Portanto:

[
0 1 a
0 1 a

]




σ1

σ2

σ3



 = 0

De ondeσ =
[
σ1 σ2 σ3

]T
é tal queσ2 + aσ3 = 0. Uma escolha conveni-

ente1, como se verá mais adiante é:

Σ =





1 0
0 −a
0 1





E portanto, tem-se que o modelo cinemático de pose será dado por:

0ξ̇c =





cos(θc) − sen(θc) 0
sen(θc) cos(θc) 0

0 0 1









1 0
0 −a
0 1



 η

ou

0ξ̇c =





cos(θc) a sen(θc)
sen(θc) −a cos(θc)

0 1



 η (54)

Note que o modelo cinemático de pose mostrado na Tabela 1 é diferente por-
que foi obtido com outro posicionamento dos sistemas de coordenadas. Obser-
vando a Figura 7 é possível perceber que se a origem do sistemade coordena-
das{Xc, Yc} tivesse sido posicionada no centro do eixo das rodas fixas, ter-se-ia
a = 0 e o modelo obtido aqui seria o mesmo mostrado na Tabela 1.

1Dessa escolha vai depender o significado físico das entradasdo sistema.
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Exemplo 2 Ainda considerando-se o robô da Figura 7. De (42) tem-se:

C∗
1

cR0
0ξ̇c = 0

[
0 1 a
0 1 a

]




cos(θc) sen(θc) 0
− sen(θc) cos(θc) 0

0 0 1









ẋc

ẏc

θ̇c



 = 0

[
− sen(θc) cos(θc) a
− sen(θc) cos(θc) a

]




ẋc

ẏc

θ̇c



 = 0

De onde tem-se a expressão:

−ẋc sen(θc) + ẏc cos(θc) + aθ̇c = 0

que é a restrição não-holonômica a que está o sujeito o robô e que pode ser in-
terpretada conforme a Figura 8.

X0

Y0

ẋc

ẏc

θ̇c

−ẋc sen(θc)

ẏc cos(θc)

aθ̇c

xc

yc

θc

Figura 8: Interpretação da restrição não-holonômica a que está sujeito o robô
móvel da Figura 7.
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Exemplo 3 O significado físico deη em (54) pode ser obtido como segue:
Tem-se:

0ξ̇c =





ẋc

ẏc

θ̇c



 =





cos(θc) a sen(θc)
sen(θc) −a cos(θc)

0 1



 η

Portanto:

ẋc = η1 cos(θc) + aη2 sen(θc) (55)

ẏc = η1 sen(θc) − aη2 cos(θc) (56)

θ̇c = η2 (57)

Assim, tem-se de (57) queη2 é a velocidade angular do robô. Por outro lado,
de (55) e (56) tem-se que

ẋc cos(θc) + ẏc sen(θc) = η1 cos2(θc) + aη2 sen(θc) cos(θc)

+ η1 sen2(θc) − aη2 cos(θc) sen(θc)

= η1

Logo, percebendo-se queẋc cos(θc) e ẏc sen(θc) são as projeções dėxc e ẏc

sobre o eixo longitudinal do robô, como mostra a Figura 9, tem-se queη1 é a
velocidade linear do robô.

3 Modelo Cinemático de Configuração

O modelo cinemático de pose foi obtido utilizando-se apenasum subconjunto
das expressões (37) e (38) correspondentes às restrições (42) impostas pelas ro-
das fixas e pelas rodas orientáveis centradas. Utilizando-se as demais restrições,
pode-se obter expressões para as velocidades angulares,β̇nc, e rotacionais,̇ϕ, não
consideradas no modelo cinemático de pose.

De (37) e (38) obtém-se

β̇nc = −C−1
2ncC1nc(βnc)

cR0ξ̇ (58)

ϕ̇ = −J−1
2 J1(βc, βnc)

cR0ξ̇ (59)

substituindo-sėξ de (49) resulta
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X0

Y0

ẋc

ẏc

ẋc cos(θc)

ẏc sen(θc)

xc

yc

θc

η1

Figura 9: Significado físico deη1.

β̇nc = D(βnc)Σ(βc)η (60)

ϕ̇ = E(βc, βnc)Σ(βc)η (61)

sendoD(βnc) = −C−1
2ncC1nc(βnc) eE(βc, βnc) = −J−1

2 J1(βc, βnc).
Definindo-se o vetor de coordenadas de configuração

q =







ξ
βc

βnc

ϕ







(62)

pode-se escrever as expressões (50), (60) e (61) na forma

q̇ = S(q)u (63)

com

S(q) =







0RcΣ(βc) 0
0 I

D(βnc)Σ(βc) 0
E(βc, βnc)Σ(βc) 0







(64)
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u =

[
η
ζ

]

(65)

que se constitui o modelo cinemático de configuração.
Considerando-se a distribuição

∆c(q) = span{col(S(q))} (66)

tem-se que

δm +Nc = dim(∆1) ≤ dim(inv(∆1)) ≤ dim(q) = 3 +Nc +Nnc +N (67)

onde inv(∆1) denota o fechamento involutivo da distribuição∆1. Consequente-
mente, pelo teorema de Frobenius [4] tem-se que o modelo cinemático de confi-
guração é redutível. O número de restrições de velocidades que não podem ser
integradas, e portanto não podem ser eliminadas é representado pelo grau de não
holonomicidade do robô.

Definição 4 (Grau de Não Holonomicidade)O grau de não holonomicidade de
um robô móvel é definido como

M = dim(inv(∆1)) − (δm +Nc)

Como o modelo cinemático de configuração é redutível tem-se que para todas
as classes de robôs móveisM > 0. Ou seja, todas as classes de robôs móveis
possuem restrições não holonômicas. Pode-se notar ainda que M depende da
estrutura particular de cada robô, e portanto não tem o mesmovalor para todos os
robôs de uma mesma classe.

Por outro lado, o número de restrições de velocidade que podem ser integradas
e portanto eliminadas é dado pela diferença entre dim(q) e dim(inv(∆1)).

Exemplo 4 Novamente, considere o robô móvel com acionamento diferencial
mostrado na Figura 7. Considerando, as restrições (15) e (26) para cada roda
e escrevendo-se na forma matricial tem-se





− sen(α1 + β1) cos(α1 + β1) l1 cos(β1)
− sen(α2 + β2) cos(α2 + β2) l2 cos(β2)
− sen(α3 + β3) cos(α3 + β3) l3 cos(β3)



 cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

(68)
Substituindo os parâmetros da Tabela 2 em (68) tem-se:
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− sen(α1 + π
2
− α1) cos(α1 + π

2
− α1) l1 cos(π

2
− α1)

− sen(α2 + π
2
− α2) cos(α2 + π

2
− α2) l2 cos(π

2
− α2)

− sen(π + β3) cos(π + β3) l3 cos(β3)



 cR0
0ξ̇c+





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

ou





−1 0 l1 sen(α1)
−1 0 l2 sen(α2)

sen(β3) − cos(β3) l3 cos(β3)



 cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3



 ϕ̇ = 0

E como se pode verificar pela Figura 7, tem-se quel1 sen(α1) = −b el2 cos(α2) =
b, portanto:





−1 0 −b
−1 0 b

sen(β3) − cos(β3) l3 cos(β3)





︸ ︷︷ ︸

J1(βc,βnc)=J1(β3)

cR0
0ξ̇c +





r1 0 0
0 r2 0
0 0 r3





︸ ︷︷ ︸

J2

ϕ̇ = 0

De (60) tem -se

D(βnc) = −C−1
2ncC1nc(β3) = D(β3)

= − 1

d3

[
− cos(β3) − sen(β3) l3 sen(β3) + d3

]

D(β3) =
[

cos(β3)
d3

sen(β3)
d3

− l3 sen(β3)
d3

− 1
]

e

β̇3 = D(β3)Ση

=
[

cos(β3)
d3

sen(β3)
d3

− l3 sen(β3)
d3

− 1
]





1 0
0 −a
0 1



 η

=
[

cos(β3)
d3

−a
d3

sen(β3) − l3
d3

sen(β3) − 1
]

η

β̇3 =
[

cos(β3)
d3

−
(

a+l3
d3

sen(β3) + 1
)]

η

Já de (61) tem-se:
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E(βc, βnc) = −J−1
2 J1(βc, βnc) = E(β3)

= −





1
r1

0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r3









−1 0 −b
−1 0 −b

sen(β3) − cos(β3) l3 cos(β3)





= −






− 1
r1

0 − b
r1

− 1
r2

0 b
r2

sen(β3)
r3

− cos(β3)
r3

l3
cos(β3)

r3






E(β3) =






1
r1

0 b
r1

1
r2

0 − b
r2

− sen(β3)
r3

cos(β3)
r3

−l3 cos(β3)
r3






e

ϕ̇ = E(β3)Ση

=






1
r1

0 b
r1

1
r2

0 − b
r2

− sen(β3)
r3

cos(β3)
r3

−l3 cos(β3)
r3










1 0
0 −a
0 1



 η

=






1
r1

b
r1

1
r2

− b
r2

− sen(β3)
r3

−a cos(β3)−l3 cos(β3)
r3




 η

ϕ̇ =






1
r1

b
r1

1
r2

− b
r2

− sen(β3)
r3

−
(

a+l3
r3

)

cos(β3)




 η

Definindo-se o vetor de coordenadas de configuração:

q =







0ξc
β3

ϕ1

ϕ2







=





0ξc
β3

ϕ



 (69)

tem-se o modelo cinemático de configuração:
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q̇ =















cos(θc) a sen(θc)
sen(θc) −a cos(θc)

0 1
cos(β3)

d3

−
(

a+l3
d3

sen(β3) + 1
)

1
r1

b
r1

1
r2

− b
r2

− sen(β3)
r3

−
(

a+l3
r3

)

cos(β3)















η

4 Modelo Dinâmico de Configuração

Os modelos apresentados nas seções anteriores descrevem o comportamento do
robô em função das velocidades das rodas. No entanto, fisicamente, as variáveis
de entrada de um robô móvel são os torques aplicados pelos motores.

Utilizando-se o formalismo de Lagrange, tem-se que a dinâmica de um robô
móvel com rodas é dada por [3]

d

dt

(
∂T

∂ξ̇

)

− ∂T

∂ξ
= 0RcJ

T
1 (βc, βnc)λ+ 0RcC

T
1 (βc, βnc)µ (70)

d

dt

(
∂T

∂β̇nc

)

− ∂T

∂βnc

= CT
2 µ+ τnc (71)

d

dt

(
∂T

∂ϕ̇

)

− ∂T

∂ϕ
= JT

2 λ+ τϕ (72)

d

dt

(
∂T

∂β̇c

)

− ∂T

∂βc

= τc (73)

ondeτφ, τc e τnc são os torques aplicados para rotação das rodas, orientaçãodas
rodas centradas e orientação das rodas não centradas, respectivamente.T repre-
senta a energia cinética,λ é o coeficiente de Lagrange associado à restrição (37)
eµ é o coeficiente de Lagrange associado à restrição (38).

Pré-multiplicando-se as expressões (70), (73) e (72) porcR0,DT (βnc) eET (βc, βnc),
respectivamente, e somando-as, obtém-se
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cR0

(
d

dt

(
∂T

∂ξ̇

)

− ∂T

∂ξ

)

+ DT (βnc)

(
d

dt

(
∂T

∂β̇nc

)

− ∂T

∂βnc

)

+

+ ET (βc, βnc)

(
d

dt

(
∂T

∂ϕ̇

)

− ∂T

∂ϕ

)

=

= (J1(βc, βnc) + J2E(βc, βnc))
T λ+ (74)

+ (C1(βc, βnc) + C2D(βnc))
T µ+

+ DT (βnc)τnc + ET (βc, βoc)τϕ

porém, das definições deDT (βnc) eET (βc, βnc) tem-se

C1nc(βnc) + C2nc = 0 (75)

J1(βc, βnc) + J2E(βc, βnc) = 0 (76)

e portanto, os coeficientes de Lagrange são eliminados da expressão (75), resul-
tando

cR0

(
d

dt

(
∂T

∂ξ̇

)

− ∂T

∂ξ

)

+ DT (βnc)

(
d

dt

(
∂T

∂β̇nc

)

− ∂T

∂βnc

)

+

+ ET (βc, βnc)

(
d

dt

(
∂T

∂ϕ̇

)

− ∂T

∂ϕ

)

= (77)

= DT (βnc)τnc + ET (βc, βoc)τϕ

A energia cinética de um robô móvel pode ser expressa por

T = ξ̇T 0Rc

[

M(βnc)
cR0ξ̇ + 2V (βnc)β̇nc + 2Wβ̇c

]

+ β̇T
ncIncβ̇nc + ϕ̇

T Iϕϕ̇+ β̇cIcβ̇c

(78)
ondeM(βnc), V (βnc), W , Inc, Iϕ e Ic são funções dos parâmetros de massa e
inércia dos vários corpos rígidos que formam o robô.

Substituindo-se (78) em (73) e (78) e eliminando-se as velocidadesξ̇, β̇nc, ϕ̇
e β̇c e as acelerações̈ξ, β̈nc, ϕ̈ e β̈c e com a utilização das expressões (50), (60)
e (61) e suas derivadas obtém-se

H1(βc, βnc)η̇ + ΣT (βc)V (βnc)ζ̇ + f1(βc, βnc, η, ζ) =

= ΣT (βc)
[
DT (βnc)τnc + ET (βc, βnc)τϕ

]
(79)

com
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H1(βc, βnc) = ΣT (βc)
[
M(βnc) +DT (βnc)V

T (βnc) + V (βnc)D(βnc)+

+ DT (βnc)IncD(βnc) + ET (βc, βnc)IϕE(βc, βnc)
]
Σ(βc)

(80)

e

V T (βnc)Σ(βc)η̇ + Icζ̇ + f2(βc, βnc, η, ζ) = τc (81)

que juntamente com (50), (60) e (61) formam o modelo dinâmicode configuração
de um robô móvel com rodas genérico. Neste modelo genérico, os torquesτϕ,
τnc e τc representam os torques que podem ser aplicados para rotaçãoe orienta-
ção das rodas. No entanto, em um robô real, apenas alguns destes torques são
efetivamente aplicados, pois geralmente utiliza-se o número mínimo de motores
necessários. Pode-se facilmente concluir que cada roda centrada deve necessa-
riamente possuir pelo menos um motor para sua orientação, pois caso contrário
comportar-se-ia como uma roda fixa. Consequentemente, o vetor τc não pode pos-
suir componentes identicamente nulos. Por outro lado, os vetoresτϕ e τnc podem
possuir componentes identicamente nulos, desde que a rotação e a orientação das
rodas às quais estes estejam associados possa ser obtida através do acionamento
das demais rodas. Tem-se então, que o vetor dos torques fornecidos para rotação
e orientação das rodas não centradasτm pode ser obtido de

[
τnc

τϕ

]

= Pτm (82)

ondeP é uma matriz(Nnc+N)×Nm que seleciona os componentes de[ τnc τϕ ]T

que são efetivamente utilizados como entradas de controle.A expressão (80) pode
portanto, ser reescrita como

H1(βc, βnc)η̇ + ΣT (βc)V (βnc)ζ̇ + f1(βc, βnc, η, ζ) = B(βc, βnc)Pτm (83)

sendoB(βc, βnc) = ΣT (βc)
[
DT (βnc) ET (βc, βnc)

]
.

É importante observar que a matrizB(βc, βnc)P deve possuir rank completo
para quaisquer valores deβc e βnc. Se esta condição não for satisfeita, existi-
rão valores deβc e βnc para os quais o robô tornar-se-á sub-atuado, ou seja, não
existirão graus de liberdade suficientes nas entradas de controle para determinar a
alocação do centro instantâneo de rotação do robô. Esta condição portanto, deter-
mina o número mínimo de motores que devem ser utilizados paraum determinada
classe de robô móvel, conforme explicitado na Tabela 3.
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Tabela 3: Número mínimo de motores para cada classe de robô móvel.
Classe Motores

(3,0) 31 ou 42

(2,0) 2
(2,1) 3
(1,1) 2
(1,2) 4

O modelo dinâmico de configuração pode ser escrito de forma mais simples
como

{
q̇ = S(q)u
H(β)u̇+ f(β, u) = F (β)τ0

(84)

com as seguintes definições

β =

[
βc

βnc

]

q =





ξ
β
ϕ





u =

[
η
ζ

]

H(β) =

[
H1(βc, βnc) ΣT (βc)V (βnc)
V T (βnc)Σ(βc) Ic

]

f(β, u) =

[
f1(βc, βnc, η, ζ)
f2(βc, βnc, η, ζ)

]

F (β) =

[
B(βc, βnc)P 0

0 I

]

τ0 =

[
τm
τc

]

5 Modelo Dinâmico de Pose

O modelo dinâmico de configuração de um robô móvel com rodas pode ser sim-
plificado para

1Utilizando rodas universais.
2Utilizando rodas convencionais.
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{
q̇ = S(q)u
u̇ = v

(85)

utilizando-se a seguinte realimentação de estados

τ0 = F †(β) [H(β)v + f(β, u)] (86)

ondeF †(β) denota uma pseudo-inversa à esquerda deF (β).
Por outro lado, para aplicações de controle em geral, o que interessa são ba-

sicamente nas coordenadas de pose do robô, isto é,ξ. Os valores das variáveis
internasβnc eϕ não são de interesse e consequentemente, podem ser ignorados.
Com isto obtém-se o seguinte modelo dinâmico de pose

{
ẋ = B(x)u
u̇ = v

(87)

mantendo-se as mesmas definições anteriores parax eu.
Este modelo descreve totalmente a dinâmica entre as coordenadas de poseξ e

as entradas de controlev. Embora as coordenadasβnc eϕ tenham aparentemente
desaparecido do modelo, elas permanecem implicitamente narealimentação de-
finida pela expressão (86). As propriedades estruturais deste modelo são basica-
mente as mesmas do modelo cinemático de pose. Portanto, estemodelo também
é genérico, no sentido de que é válido para qualquer classe possível de robô com
rodas, e irredutível [3].

6 Conclusão

Neste capítulo foram apresentados os modelos de robôs móveis com rodas. Fo-
ram considerados quatro tipos de rodas: rodas fixas, rodas orientáveis centradas,
rodas orientadas não-centradas e rodas universais. Sob hipóteses bastante realis-
tas, como a de que as rodas não deslizam, mostrou-se que existem apenas cinco
classes de robôs com rodas. Através da análise das características do modelo di-
nâmico foi possível deduzir o número mínimo de motores necessários para que
robôs de uma determinada classe não sejam sub-atuados.
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A Pseudo-inversa de Moore-Penrose

Pseudo-inversas são utilizadas quando é necessário realizar-se a operação inversa
à realizada por uma matriz não inversível.

Existem quatro condições que definem pseudo-inversas2 :

1. TT †T = T

2. T †TT † = T †

2A é hermitiana⇔ A = A∗
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3. TT † =
[
TT †

]∗

4. T †T =
[
T †T

]∗

Diversas pseudo-inversas podem ser definidas, dependendo de quais das qua-
tro condições são satisfeitas:

T †1 satizfaz apenas a condição 1.

T †2 satizfaz as condições 1 e 2.

T †3 satizfaz as condições 1, 2 e 3.

T †3∗ satizfaz as condições 1, 2 e 4.

T † satizfaz todas as quatro condições.

T † é denominada pseudo-inversa de Moore-Penrose e existe paraqualquer
matriz.

B Cálculo da Pseudo-inversa de Moore-Penrose

A pseudo-inversa de Moore-Penrose pode ser obtida por decomposição. Consi-
dere uma matriz genéricaT ∈ Fm×n comρ(T ) = r. Seja

T = FRT

F ∈ Fm×r

RT ∈ F r×n

uma decomposição deT comρ(F ) = ρ(RT ) = r. Notando-se que as matrizes
(r × r) F TF eRTR são derank completo e portanto inversíveis, pode-se obter
uma expressão para a inversa de Moore-penrose;

T † =
(
FRT

)†
= RT †

F †

T † = RR†RT †

F †F T †

F T

T † = R
(
RTR

)† (
F TF

)†
F T
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T † = R
(
RTR

)−1 (
F TF

)−1
F T

que obviamente é computável, já queRTR eF TF são inversíveis. Pode-se ainda
escrever:

T † = R
(
F TFRTR

)−1
F T

T † = R
(
F TTR

)−1
F T

Existem dois casos especiais deT †: Inversas à direita e à esquerda. Uma
matriz T ∈ Fm×n é dita ser inversível à direita (ou à esquerda) se existe uma
matrizT−1

R (ouT−1
L ) tal queTT−1

R = Im (ouT−1
L T = In).

B.1 Inversa à Direita

A inversa de Moore-Penrose reduz-se à inversa à direita se

m ≤ n eρ(T ) = m rankde linhas completo

Isto significa queρ(T ) = ρ(R) = ρ(F ) = m e F ∈ Fm×m. ComoF é
quadrada e possuirank completo, existe uma inversa normalF−1, simplificando
a expressão para a inversa de Moore-Penrose:

T−1
R = R[RTR]−1[F TF ]−1F T

= R[RTR]−1F−1[F T ]−1F T

= R[RTR]−1F−1

= R[F (RTR)]−1

= [F−1T ]T [F (RTR)]−1

= T T [FRTRF T ]−1

= T T [TT T ]−1

B.2 Inversa à Esquerda

A inversa de Moore-Penrose reduz-se à inversa à esquerda se

m ≥ n eρ(T ) = n rankde colunas completo

Isto significa queρ(T ) = ρ(R) = ρ(F ) = n e R ∈ Rn×n. ComoR é
quadrada e possuirank completo, existe uma inversa normalR−1, simplificando
a expressão para a inversa de Moore-Penrose:
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T−1
L = R[RTR]−1[F TF ]−1F T

= (R−1)T [F TF ]−1F T

= [F TFRT ]−1F T

= [F TT ]−1R−1T T

= [RF TT ]−1T T

= [T TT ]−1T T

C Propriedades da Pseudo-inversa de Moore-Penrose

A pseudo-inversa de Moore-Penrose possui diverdas propriedades, algumas das
quais serão utilizadas aqui:

1. T † é única

2. T † = T−1 paraT não singulares

3.
(
T †

)†
= T e0† = 0

4. (kT )† = (1/k)T † parak 6= 0

5. ℵ(T †) = ℵ(T T ) eℑ(T †) = ℑ(T T )

6. ρ(T †) = ρ(T )

7. TT † eT †T são ambas hermitianas e idempotentes3

8. (TA)† = A†T † se uma ou mais das seguintes condições for válida

(a) T ouAT possui colunas ortonormais

(b) T eA possuem inversas à direita e à esquerda, respectivamente

(c) A = T T

(d) T ém× n, A én× k eρ(T ) = ρ(A) = n

(e) T TTAAT = AATT TT

(f) AATT TT eT TTAA† forem ambas hermitianas

9.
(
UTV T

)†
= V T †UT para quaiquer matrizes com colunas ortonormaisU e

V 4

3A é idempotente⇔ A2 = A.
4U com colunas ortonormais⇔ UT U = I
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10. T TV T = T †V −1T †T ondeT ém × n, ρ(T ) = m ≤ n e V é uma matriz
não singular qualquer

11.
(
UTV T

)†
= V †T−1U † paraT não singular

12. T † fornece a solução de mínimos quadrados para uma equação genérica na
forma

Tjx = xj

O resultado obtido é solução ótima com relação ao custo

J = ‖Tjx− xj‖

e é dado por

x = T †
j xj
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