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1 Introducao

Existem basicamente trés métodos para acionamento denahéss: a) através
de rodas, b) através de lagartas e c) através de pernas. ameioto atraves de
rodas é o mais utilizado, por ser de facil construcdo e adapteelativamente
bem as condi¢cdes de operacdo em ambigntdsor e ambientesut-doorpavi-
mentados, onde as irregularidades do solo ndo sdo muit@aseyeutilizagdo do
acionamento através de lagartas ou através de pernasgesig a operacdo em
ambiente®ut-doorhostis, devido a sua maior facilidade em transpor obstéaculo

A utilizacéo limitada do acionamento através de pernas-dewe sua cons-
trucdo mecanica mais complexa em relacdo aos outros méledmsonamento.
Além disso, geralmente necessita um maior nimero de aeméon projeto do
sistema de controle torna-se mais complicado, pois é riese considerar o
equilibrio do robd. Um exemplo de robd acionado por pernasAénbler [9]
desenvolvido pela NASA.

O acionamento através de lagartas possui uma construgdivariente sim-
ples. No entanto, a operacédo normal deste tipo de acionaraseia-se intencio-
nalmente no deslizamento das lagartas. Isto faz com queloste determinacdo
de pose, como dead-reckonindenham um desempenho muito ruim. Em [2] é
apresentado um método para melhorar o desempenhieatbreckoningleste
tipo de robd. Porém, este método apresenta limitacdes plcagio em ambien-
tes indspitos, onde um acionamento atraves de lagartasdssejavel.

Aqui, seguindo a formulagé&o de [3] seréo considerados apebas com aci-
onamento através de rodas. Os modelos para robds acionadaxips podem
ser divididos em quatro tipos: a) modelo cinematico de posmodelo cinema-
tico de configuracéo, c) modelo dinamico de configuracao eadjeo dinamico
de pose.



Os modelos cinematicos descrevem o rob6 em funcéo da vetteckl orien-
tacdo das rodas, enquanto os modelos dinamicos descrewdd em funcao das
forcas generalizadas aplicadas pelos atuadores, por &xdorgues nas rodas.

Os modelos de pose consideram como estado apenas a posigaotacao
do robd, enquanto os modelos de configuracdo consideramdaéuse outras
variaveis internas, como por exemplo deslocamento andakrodas. Do ponto
de vista de controle da posicéo e orientacao espacial do apkedas os modelos
de pose sdo necessarios.

A maioria dos trabalhos apresentados na literatura [1,d&eS}reve o robd em
coordenadas cartesianas e utiliza apenas um modelo cinerdétpose. Um nu-
mero reduzido de autores consideram também um modelo diodhtl]. Em [8]

é utilizado um modelo cineméatico de pose em coordenadaegola modelagem
em coordenadas polares permite escrever um modelo conigutages interes-
santes do ponto de vista de controle.

A seguir seréo apresentados os modelos utilizados neb#dtoa seguindo a
formulacdo semelhante a [3]. Embora apenas os modelos despjasn necessa-
rios para controle do robd, sdo apresentados também osasattetonfiguracao,
pois 0 modelo dindmico de pose é obtido a partir do modelanitc@de configu-
racao.

2 Modelo Cinematico de Pose

Neste trabalho assume-se um rob6 movel constituido de upo ctgido cujas
rodas nao sofrem deformacao e que movimenta-se no plarmmhtai. A posicéo
e aorientacdo do rob6 séo descritas em relagdo a um sisteroi@if.X,, Yy, ©y}.
Um sistema de coordenadgXk.,., Y., ©.} € associado ao corpo do robd, conforme
detalhado na Figura 1.

Comisto, a pose do sisteni& ., Y., ©.} com relagéo ao sisterd&, Yy, O.}
sera

Le

Ogc = Ye (1)
0.

e a rotacao do sistema de coordenaflds, Y., ©.} com relacdo ao sistema de
coordenada$ X, Yy, Oy} sera descrita por

cosf., —senf. 0O
'R.= | senf, cosf, 0 (2)
0 0 1
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Figura 1: Definicdo dos sistemas de coordenadas.

Tem-se ainda que tem-se que a velocidade do rob6 em relagist@ma de
coordenadas inercial sera

Te
=1 Je (3)
0.
que descrita no sistema de coordengdss Y., O.} sera
6. = “Ry°E, (4)
onde

cosf. senf. 0
‘Ro="R;'=°RT' = | —senf, cosf. 0 (5)
0 0 1
2.1 Descricao das Rodas

O modelo desenvolvido aqui para as rodas assume que o plaraaldeoda per-
maneca vertical durante o movimento e que a rotacdo se daremde um eixo
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horizontal cuja orientagdo em relagdo os sistema de coaddsf X, Y., O.}
pode ser fixa ou variavel. Considera-se duas classes de nagtss convenci-
onais e rodas universais. Em ambos os casos, assume-se gui® al@ contato
com o solo é reduzido a um Unico ponto.

As rodas convencionais satisfazem a condi¢do de rolamemtdsslizamento,
portanto a velocidade do ponto de contato com o solo € zerosefa tanto as
componentes de velocidade paralela e ortogonal ao plardassém nulas.

Para uma roda universal (figura 2) apenas um dos componentesotidade
do ponto de contato € zero. A direcao desta componente éaidnitnas fixa em
relagéo a orientagéo da roda.

Figura 2: Roda Universal.

Considerando-se as suposicdes acima, pode-se deduzatragdes as quais
esta sujeito o movimento das rodas:

2.1.1 Rodas Convencionais Fixas

Para obter-se uma descricdo das rodas € associado a cadanraistema de
coordenadas$ X, Y., O, }, cuja origem esté na projecédo do ponto de contato da
roda, com o eixaX,, apontando na direcdo de movimento da roda, conforme a
Figura 3.

A velocidade do sistema de coordenadas,, Y, ©,} com relagéo ao sis-
tema de coordenadas inercigXy, Yy, ©¢} descrita no sistema de coordenadas
{X.Y.,0,}é

b =€+ °0LE O, X P, (6)
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Figura 3: Definicdo do sistema de coordenadas da roda caowahtixa.

onde“P, é a posi¢do da origem do sisterhd,,, Y., ©,,} em relacdo ao sis-
tema{X,,Y,,©.} dada porP, = [ lcosa Ilsena }T, °Q, é o versor da
coordenad& representado no sistema de coordenadss Y., ©.} dado por
‘©.=[0 0 1] ex denota o produto vetorial.

A expressao (6), descrita no sistema de coordenigiasy,,, ©,,} associando
ao centro da roda assume a forma

wéw _ chcéc + chcéccégcéc > CPw (7)

onde“R. é a matriz de rotag&o entre os sistemas de coordefadasY,,, ©,}
e{X. Y., 0.} dada por

ou ainda

cosy seny 0
YR.=| —senvy costy 0 (8)
0 0 1
ey = "R E + O E O, X "REP, (9)

Comoy = o + 3 — 7 pode-se escrevérR, na forma
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YR.= | cos(a+ ) sen(a+ [)

0 0
e utilizando-se (4), (9) pode ser reescrita como

|: sen(a+ ) —cos(a+p3) 0 ]
0 (10)
1

cos(e+ ) sen(a+pG) 0

' sen(a+ ) —cos(a+3) 0
wgw =
0 0 1

[sen 3
CROOSC +C@cCR00€ccé)c X [ [ cos 3 ]
(8
(11)
Por outro lado, tem-se que o segundo termo de (11) é

0 0O ' [sen (3 0 [sen (3 0 0 —lcosp '
0 0 0°R x| lcosp | =] 0 |x|lcosp | =00 lIsenf |°RyE,
00 1 0 0. 0 0 0 0
Logo tem-se
. sen(a+ 3) —cos(a+ ) —lcosp3 .
Yy = | cos(a+B) sen(a+pB) IsenB3 | “Ry°, (13)
0 0 1

e como’S, = [rp 0 6, }T, chega-se a expresséo

sen(a+ ) —cos(a+3) —lcosp3 —rY
cos(ao + ) sen(a+3) Isenf | R, + 0 | =0 (14
0 0 1 —6,

que representa as restricdes a que esta sujeito o movimerab@ devido a roda
em questéo. Esta expresséo pode ainda ser desmembrada em

[ —sen(a+ 3) cos(a+ ) lcosf } ‘RS + 19 =0 (15)

que representa a restricdo de movimento ao longo do plaruxdaer

[ cos(a+3) sen(a+ ) Ilsenf | ‘Ro’6. =0 (16)
que representa a restricdo de movimento ortogonal ao penadéd.



2.1.2 Rodas Convencionais Orientaveis Centradas

Uma roda convencional orientavel centrada € uma roda cajmopode ser rota-
cionado em torno de um eixo vertical passando pelo centrodta A descricao
deste tipo de roda é a mesma utilizada para rodas fixas (ctex@ay, porém o

angulos nao é constante, mas variavel.

2.1.3 Rodas Convencionais Orientaveis Nao-centradas

Este tipo de roda também pode ter sua orientacéo alteradentilioto, neste caso
a rotacao do plano da roda ocorre em torno de um eixo vertieango passa
através do centro da roda, conforme a Figura 4.

Yo

AT

Figura 4: Roda convencional orientavel ndo-centrada.

Neste caso, tem-se

[cosa + dcosp lcosa + dsen(a + 3)
‘P,= | lsena+dsenty | = | lsena — dcos(a+ ) (17)
(& (G

A velocidade do sistema de coordenadas,, Y, ©,} com relagéo ao sis-
tema de coordenadas inerciaXy, Yy, ©y} descrita no sistema de coordenadas
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{X., Y., 0.} e

Céw = céc + céccéz“céc X CPw + Bcéc + Bcéc X CPdw (18)
onde“ P, é o deslocamento da origem do sistefig,, Y,,, T'heta,, } em relacdo

ao centro de giro da roda, representado no sistema de ceolaE ., Y,, ©.},
dado por

“Pg = | dsentp dcos(a+ [3)

P P

A expresséo (18), descrita no sistema de coordengdlasy,,, ©,,} associ-
ando ao centro da roda assume a forma

(19)

d cos 1 ] |: dsen(a + [3) ]

Uey = YRLE 4 Y ROETO, X Py 4 O, + “RLO, X “Puff  (20)

ou ainda

UEy =Y RLE 4 OO, X “RLEP, 4 O, + O, x “R.LPyff (21)

e utilizando-se (4), (21) pode ser reescrita como

' sen(a+ ) —cos(a+ ) 0 . A o Isenfs +d
Yy = cos(a+ ) sen(a+B) 0 | ‘R, + “OLR\EO, x lcos 3
0 0 1 (8
. ~ PN d .
+ [BO.+0O.x | 0 | (22)
(0

Por outro lado, tem-se que os trés ultimos termos de (22) sdo
lsen 3+ d 0 0
CRooécx[ lcosf3 :I—i-[()]—i-[dﬁ:I
(G B 0
[ Isenf3+d [ 0 }
X + | dB | = (23)

lcos 3
g
0.
g
5 ]

_— o O

oo © oo

(8

—lcos 3
lsen B+ d
0

o oo .

CROOSC +

o
coo b—mm—1 cooc o




Logo tem-se

' sen(a+ ) —cos(a+ ) —lcosf ' 0
ey = | cos(a+B3) sen(a+pB) IsenfB+d | ‘R + dﬁ (24)
0 0 1 3

ecomo’é, = [rp 0 6.+ 0 ]T, chega-se a expresséo

sen(a + ) —cos(a+ ) —lcosf ' 0 —TY
cos(a+3) sen(a+3) IsenfB+d | “R¢+ | dB |+ 0 =0

(25)
que representa as restricdes a que esta sujeito o movimerab@ devido a roda
em questdo. Esta expressao pode ainda ser desmembrada em

[ —sen(a+ ) cos(a+ ) lcosf | “Ro%,+r¢p =0 (26)
que representa a restricdo de movimento ao longo do plarexdaer

[ cos(a+ ) sen(a+ ) IsenfB+d | “Ro%,+d3 =0 (27)
que representa a restricdo de movimento ortogonal ao pnadd.

2.1.4 Rodas Universais

A posicao deste tipo de roda em relagdo ao sistema de codatens,, Y., O.}
é descrita de forma semelhante a roda convencional fixa.mP@éecessario
a introducé&o de mais um parametro para caracterizar a diregén relacéo ao
plano da roda, do componente nulo da velocidade do pontordatoo A Figura 5
mostra a definicdo dos sistemas de coordenadas utilizackodgecrever este tipo
de roda. Note-se que o eixX0,, esté alinhado com a direcdo do componente nulo
da velocidade do ponto de contato e ndo com a direcéo do péarmald como nos
casos anteriores.

Tal como no caso das rodas fixas, tem-se

lcosa
‘P, = | lsen« (28)
(0

e a velocidade do sistema de coordenaflds,Y,,©,} com relagdo ao sis-
tema de coordenadas inerciaXy, Yy, ©y} descrita no sistema de coordenadas
{Xe, Y., 0.} e



[
|

X

Figura 5: Definicdo do sistema de coordenadas para rodarsalve

Céw = céc + céccégcéc X CPw (29)
que, representada no sistema de coordenddas Y,,, 9, } também pode ser
escrita na forma

Py = R+ 0] O X VRP, (30)

Porém, agora tem-se= o+ 3+~ — 3 € amatriz de rotagao entre os sistemas
de coordenadafX,,, Y,,0,} e{X,, Y., O.} sera

sen(a+ 3+7v) —cos(a+pF+7) 0
YR.= | cos(a+F+7) sen(a+pfB+7v) 0 (31)
0 0 1

consequentemente, tem-se
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wE, = cos(a+pB+7) sen(a+p3+7v) 0 Ry’

sen(a+ f+7v) —cos(a+pF+7) 0
0 0 1

A o [sen(f +7)
+ O R\EO, x | Lcos(B+7) (32)
(8
O segundo termo de (32) pode ser escrito como:
000 . Isen(f + ) [sen(f3
0 0 0 |C°R°, x | lcos(B+7) lcos
00 1 Wb
—l cos( + )
= 0 0 Isen(B+7) | “R°. (33)
0 0 0
Logo tem-se
' sen(a+ G +7v) —cos(a+ B +7v) —lcos(B+7) .
Y= | cos(a+B+7) sen(a+B+7) Isen(B+7) | R’ (34)
0 0 1

Por outro lado, tem-se que a velocidade do robd descritastensa de coor-
denadag X,,,Y,, ©,} € dada por

‘ rY cos 7y
wgw = wéjwy (35)
Oc

Como se trata de uma roda universal, o componente de vellecitamal é
desconhecido, pois a velocidade do ponto de contato nestgadindo € nula.
Com isto, a restricdo de movimento da roda pode ser escrita co

[ —sen(a+B+7) cos(a+B+7) leos(B+7) | ‘R’ +rcosyp =0
(36)
Assume-se que para uma roda universgt 7. Casoy = 7 a roda estaria
Sujeita a uma restricao equivalente a restricdo de naoregemnento de uma roda
convencional, perdendo o beneficio de ser uma roda univérsgura 6 mostra
uma roda universal com = 0.

11



Figura 6: Roda universal com= 0.

2.2 Restrigcbes a Mobilidade do Robd

Considere-se um rob6 que possuvaodas, sendd/, rodas convencionais fixas,
N, rodas centradasy,,. rodas nao centradas/é, rodas universais. Entao, as
equacdes que descrevem as restricoes (15, 16, 26, 27 e 36 ped escritas na
forma matricial:

J1(Be: Bre) Ro e + Jop = 0 (37)
Cl (ﬁc; ﬁnc)CRooéc + C2/Gnc =0 (38)
com as seguintes defini¢des:
ey
. ch(ﬁc)
J1(Be, Bne) = Jine(Bne) (39)
Jlu
ey
Cl (607 6nc) = Clc(ﬁc) (40)
| Clnc(ﬁnc)
0
Csy = 0 (41)
C2nc
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onde iy, Jic, Jine € J1, S80, respectivamente, matrizes de dimensbes 3,
N.x 3, N,.x3eN, x 3. J, €uma matriz cuja diagonal sdo os raios das rodas ou,
no caso de rodas universais, o raios das rodas multipligaatess . C'¢, Ci. €
C'1ne S0 matrizes de dimensods x 3, N. x 3, N, x 3. Cy,. € uma matriz cuja
diagonal séo iguais as distanciddasN,,. rodas nao centradas.

Considerando-se apenas as primeivas+ N, restricbes de (38) tem-se

CT(ﬁC)CROOéc =0 (42)
sendo
i) =| ity | “3)

e portantd R,’¢. pertence ao espaco nulo ae(s.).
As limitagdes da mobilidade do rob0 estéo relacionadas canlaeC; (5.).

Definicdo 1 (Grau de Mobilidade) Define-se grau de mobilidade de um robd
movel como

b = dim' (C5(5,)) (44)

E evidente que (C;(6.)) < 3. Sep(CH(6.)) = 3, entdo’R ¢, = 0 e a
movimentacgao do rob6 é impossivel, portanto deve-se(t€f(5.)) < 2.

Por outro ladop (Ci5) = 2 implica a existéncia de pelo menos 2 rodas fixas
cujos planos nado sao paralelos. Se existirem mais de duas figds, 0s eixos de
todas elas deverdo concorrer para 0 mesmo centro de rotestdotaneo. Como
este centro de rotacgdo € fixo, devido aos planos das rodagreio paralelos, o
Unico movimento possivel para o robd € a rotacdo em torne gestto. Logo,
para eliminar esta limitag&o, impde-se a condigio depqdg,) < 1, ou seja, se
o robd possui mais de uma roda convencional fixa, todas el@srdestar em um
mesmo eixo.

Tem-se ainda que (C}(5.)) < p(Cif) + p(Ci(f.)), mas a situagdo em
quep (CT(B:)) < p(Ciy) + p(Ci.(B.)) corresponde a ter-se os centros das ro-
das orientaveis centradas sobre o eixo comum das rodas gt situacao faz
com que as rodas orientaveis percam a sua capacidade dsattal alocacéo
do centro de rotag&o instantaneo, portanto assume-sertagque (C(5.)) =

P (le) +p (Clc(ﬁc))
Definicdo 2 (Grau de Dirigibilidade) O grau de dirigibilidade de um robd mé-

vel é definido como o numero de rodas convencionais orieistéeatradas que
podem ser orientadas independentemente para dirigir o,rel®dado por
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53 =p (Clc<ﬁc>> (45)

Se 0 robo estiver equipado com mais deodas convencionais orientadas
centradas, o0 movimento dé. — ¢, rodas devera ser coordenado com as demais,
de forma a garantir a existéncia do centro de rotacao iréstaat

Do exposto acima, conclui-se que a configuracdo das rodas detd movel
deve ser tal que as seguintes restrices sejam satisfeitas:

1<6,, <3 (46)
0<4, <2 (47)
2<4, +6,<3 (48)

O limite inferior de (46) significa que seréo considerada@nag 0s casos em
que é possivel o movimento. A restricdo (47) indica que poghdstir no maximo
duas rodas orientaveis centradas independentes. As cagiigis em que,, +
0, = 1 permitem apenas a rotacdo em torno de um centro instant&onesdndo
portanto desconsideradas. O limite superior de (48) é devicondicdo de que
p (CY(B.)) < 2, e portantay; = 2 implicad,, = 1.

Pode ser verificado que apenas cinco classes de robds cos cadzcteriza-
dos pelo paio,,, ds) satisfazem as restricbes (46), (47) e (48): as classes (3,0)
(2,0), (2,1), (1,1) e (1,2).

Classe (3,0)Nesta classe de robd tem-s€éC;(3.)) = 0, portanto no existem
rodas fixas ou rodas orientaveis centradas. Estes robdsesammhados
omnidirecionais, pois podem mover-se instantaneamente em qualquer di-
recado e com qualquer reorientacao.

Classe (2,0)0Comop (C1(5.)) = p(Ciy) + p(Cre(Be)) = 1€ p(Cre(fe)) = 0,
esta classe de rob6 tem uma roda fixa ou vérias rodas fixas enixam e
comum, pois € necessario quéC, ;) = 1. Os robds desta classe normal-
mente possuem rodas operando em modo diferencial.

Classe (2,1)Esta classe de robd possui pelo menos uma roda orientavedd&n
e ndo possui rodas fixas, pqigCis) = 0. Existindo mais de uma roda
orientavel centrada, o0 movimento destas rodas devera sedeztado de
forma quep (C1.(6.)) = 1.
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Classe (1,1)Neste caso tem-5&(C; ) = 1 e portanto deve-se ter uma roda fixa,
ou varias rodas fixas em um eixo comum e uma ou mais rodas arest
centradas, cujo centro ndo deve estar sobre o0 eixo das redssHiavendo
vérias rodas orientaveis centradas, o seu movimento degeaelenado de
forma quep (C1.(5.)) = 1. Robds construidos na forma de carros conven-
cionais, com direcao tipo Aeckerman [7] pertencem a estselaEm [5]
€ apresentado um método para representar qualquer rolaboieeste por
um modelo de bicicleta, com apenas uma roda fixa e uma rodadred
centrada.

Classe (1,2)Robés desta classe ndo possuem rodas fixaspp6is) = 0. Por
outro lado, possuem duas rodas orientaveis centradas, isudeade que
seu movimento seja coordenado de formagUe,.(3.)) = 2.

2.3 Modelo Cinematico de Pose no Espaco de Estados

De (42) tem-se quéR,’<. pertence ao espaco nulo dg(5.). Portanto, lem-
brando quéR,"' = °R! = °R,, pode-se escrever

Ogc = ORCE(ﬁc)n (49)
onde as colunas dg(3.) formam uma base do espaco nulo@g3.). Pode-se
verificar facilmente que as dimensfesxdg.) e n serdo sempra x d,, €d,, x 1.

Definindo-se = f3., (49) pode ser aumentada para

{ Oﬁc - ORCZ(ﬁC)n (50)

60 = C

que € o modelo no espaco de estados do sistema, com as calasideaoses,

e as coordenadas angularesomo variaveis de estado. Como entradas lineares

do sistema tem-sg e (. Se por outro lado, o rob6é ndo possui rodas orientaveis

centradas §. = 0), a matrizX ndo dependera de. e (49) ndo precisara ser

aumentada. Na Tabela 1 sdo mostrados os modelos cinemégipase particu-

larizados para cada uma para as cinco classes de robd mawees] e L sao

parametros dependentes da geometria particular do rolsidesado.
Genericamente, o modelo cinematico de pose pode ser asalfitoma

&= B(z)u (51)
com
Ogc 7Nc:0
_ 0
o [5:] N, >0



Tabela 1: Modelos cineméticos de pose.

Classe Modelo
Te cosf. —senf. 0 N1
(3,0) Yo | = | senf. cosf. O 79
omnidirecional 6. 0 0 1 73
T cosf. 0
(2,0) je | = | sené. 0 { n }
diferencial 0. 0 1 2
Te cos(f.+0B:) 0 0 .
Ye | _ | sen(0c+08:) 0 0 !
(211) 90 - 0 1 0 722
8. 0 0 1
Te dcosb.sen 3. 0
Ye | _ | dsenf.cosf. O m
((:]e-i,r]% 0. | cos 3. 0 [ ¢ }
B, 0 1
Te L [sen B¢y cos(be + Be2) + sen Beg cos(0e + Be1)] 0 0
y:c L [sen 3.1 sen(f. + Be2) + sen Begsen(0. + B.1)] 0 0 m
(1.2) .00 - Sen(ﬂc? - 501) 0 0 Cl
fer 0 Lo C2
B 0 0 1
‘R.Y ,N.=0
_ 0
B(x) = R(6.) 0 N.>0
0 1
n ) Nc =0
u = n
yNe >0
]

Definicdo 3 (Grau de Manobrabilidade) O grau de manobrabilidade de um rob6
movel é definido como

Pode-se observar que a dimensao do vetor de entradas éogyrallade ma-
nobrabilidade do robd. Este parametro indica quantos glaliberdade podem
ser manipulados através das entragl@s. Em outras palavras, indica a possi-
bilidade de alocar-se livremente o centro instantaneo @€&o.6,, = 3 indica
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Tabela 2: Parametros das rodas do rob6 da Figura 7.

Roda 1 2 3
l Va2 + b? Va:+b? ¢
d 0 0 ds
a  —arctan(b/a) arctan(b/a) 7
B % — o % — 2 B3

que o centro instantaneo de rotacao pode ser livrementadmowm plano, direta-
mente através de para robds da classe(3,0) ou através da reorientacao des rod
centradas para rob0s das classes (1,2) e (2,1). Por outx@ |ad- 2 indica que a
posi¢ado do centro instantaneo de rotacao esté restritéeiper a linha que passa
pelo centro das rodas fixas. Esta posicao sera determinadandénte pon para
robds da classe (2,0) ou através da orientacdo das rodasdzsnpara robos da
classe (1,1).

No entanto, deve-se ressaltar que o nimero de graus dedlieeqiie podem
ser acessados diretamente € igu&l,aja que apenas os graus de liberdade aces-
sados por; podem ser acessados diretamente. A acag ikes coordenadas de
pose é indireta, pois € obtida através da varigkelcalculada pela integral de
(. Fisicamente, isto pode ser verificado considerando-s& auedifica apenas
a orientacdo das rodas centradas do robd e portanto, apdiu@mnciara as co-
ordenadas de pose do rob6 se este se mover. Portanto, parasmoaalor
de 6,,, robds comd,, maior sdo mais manobraveis. Como seria de esperar, 0
maximo de manobrabilidade é obtido com robds omnidireésu@ando tem-se
Oonr = Oy = 3.

Pode ser provado [3] que o modelo cinematico de pose (51¢duitivel, ou
seja, ndo existe uma transformacédo de coordenadas tal qudasoordenadas
é identicamente nula.

Exemplo 1 Considere o rob6 movel com acionamento diferencial mostraa
Figura 7.

Considerando as restricdes (16) e (27) para cada roda e gso@on-se na
forma matricial tem-se

cos(ay + (1) sen(ay + ) Iy sen (/) ' 0]
cos(ag + fB2) sen(ag + () Iy sen(fs) ‘R’%,+ 0| B35=0 (53)
cos(ag + (O3) sen(as + (3) Igsen(f3) + ds ds

Tem-se que os parametros das rodas sao os mostrados na Pabiétde que
(35 € variavel.
Substituindo os parametros da Tabela 2 em (53) tem-se:
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(Y.

yc >
Xe
Yw3 b
a
>
xC
Xo
Figura 7: Rob6 movel com acionamento diferencial.
cos(a; + 5 —aq) sen(ay + 5 —ay) lisen(; — o) ' 0]
cos(ag + 5 —ag) sen(ap + 5§ —az) lxsen(f — ag) ‘R’%,+ 0| B5=0
cos(m + (s) sen(m + [3) I3sen(f3) + d3 ds
ou
0 1 [1 cos(av) . 0]
0 1 Iy cos(az) ‘R, + 0| B35=0
—cos(B3) —sen(f3) I3sen(fs) + ds ds

E como se pode verificar pela Figura 7, tem-se ues(a; ) = a ely cos(ay) =
a, portanto:

0 1 a ‘ 0 '
0 1 a “Ro’6c+ | 0| B5=0
—cos(f3) —sen(fs) I3sen(fs) + ds ds
~ - N——"
C1(Be,Bne)=C1(B3) Co

Assim, considerando-se apenas as restricoes referentesdas fixas e as
rodas centradas (nesse caso estas Ultimas ndo existengetem-
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« {01 al .
Cl(ﬁc) - |:0 1 CI,:| _Cl
Tem-se que(C;) = 1 e portantod,, = dim N (C5) = 3 — 1 = 2. Por outro
lado, 65 = p (C1.(8.)) = 0. Logo, trata-se de um rob6 da clasge0).
De (49) tem-se

Oéc = ORcz(ﬁC)n

onde as colunas dg(5.) formam uma base do espaco nulo@g.).
Portanto:

ag
01 a 01 _0
01 a 20—
g3
T ., .
De ondes = 01 02 03] étal ques, + acs = 0. Uma escolha conveni-
enté, como se vera mais adiante é:

1 0
Y=10 —a
0 1

E portanto, tem-se que o modelo cinematico de pose sera dado p

cos(d,) —sen(d.) O |1 O
0¢, = |sen(f,) cos(f.) 0| |0 —a|n
0 0 1] {0 1
ou

' cos(f.) asen(d,)
0¢. = |sen(,) —acos(6,)|n (54)
0 1

Note que o modelo cinematico de pose mostrado na Tabela &rérié por-
que foi obtido com outro posicionamento dos sistemas dedeoadas. Obser-
vando a Figura 7 € possivel perceber que se a origem do sistenc@ordena-
das{X., Y.} tivesse sido posicionada no centro do eixo das rodas fixasetéa
a = 0 e 0 modelo obtido aqui seria 0 mesmo mostrado na Tabela 1.

!Dessa escolha vai depender o significado fisico das entdadzistema.
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Exemplo 2 Ainda considerando-se o rob6 da Figura 7.

OTCROOéc

cos(6,) sen(,) 0] [i.]

[O ! a} —sen(0.) cos(0:) 0| |¥e
0 0 1

—sen(f.) cos(f.) a e
[—sen(ﬁc) cos(6,) a Ye

De onde tem-se a expressao:

—i.sen(0.) + . cos(0.) + ab. =0

De (42) tem-se:

que € a restricdo ndo-holondmica a que esta o sujeito o robdeeppde ser in-

terpretada conforme a Figura 8.

YOA

e cos(6.)

yc

\

.

'

Te

—x.sen(0,)

Le

Xo

Figura 8: Interpretacdo da restricdo ndo-holonémica a gtée sujeito o robd

movel da Figura 7.
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Exemplo 3 O significado fisico d@ em (54) pode ser obtido como segue:

Tem-se:
' Te cos(f.) asen(f.)
0¢, = Ye | = |sen(0.) —acos(f.)| n
0. 0 1
Portanto:

. = mpcos(b.)+ anysen(f,) (55)
¥ = msen(f.) — any cos(,) (56)
éc = 12 (57)

Assim, tem-se de (57) que € a velocidade angular do robd. Por outro lado,
de (55) e (56) tem-se que

i cos(6,) + y.sen(6.) = ny cos?(6.) + any sen(6,) cos(6..)
+ msen®(6,) — any cos(6,) sen(6,)
=
Logo, percebendo-se quig cos(d,) e y.sen(f.) sdo as projecdes de. e 7.

sobre o eixo longitudinal do robd, como mostra a Figura 9, &smquen; € a
velocidade linear do robd.

3 Modelo Cinematico de Configuracao

O modelo cinematico de pose foi obtido utilizando-se apemassubconjunto
das expressdes (37) e (38) correspondentes as restrig@aem@¥bstas pelas ro-
das fixas e pelas rodas orientaveis centradas. Utilizaa@ds-slemais restricoes,
pode-se obter expressdes para as velocidades angularesyotacionaisy, nao
consideradas no modelo cinemético de pose.

De (37) e (38) obtém-se

/Gnc - _Cillcclnc(ﬁnc)cROS (58)

Sb = _Jz_ljl(ﬂca 6nc)cR0£ (59)
substituindo-sé de (49) resulta
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T

T cos(6,)

Y. sen(6.)

yc -
T
e
Te i
Xo
Figura 9: Significado fisico de,.
Bnc - D(ﬁnC)E(ﬁC)n (60)
@ = E(Be, Bne)X(Be)n (61)
SendOD(ﬂnc) - _Cz_nlcclnc(ﬂnc) eE(ﬂcu 6720) - _J2_1J1 (607 6nc)
Definindo-se o vetor de coordenadas de configuracao
£
Be
— 62
| ©2
2
pode-se escrever as expressoes (50), (60) e (61) na forma
q=S(qu (63)
com
"R.X(5.)
0

S@W=1" pE.)x) (64)

E(ﬁca Bnc)z(ﬁc)

22
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u:{Z} (65)

que se constitui 0 modelo cinematico de configuracao.
Considerando-se a distribuicao

A.(q) = span{col (S(q))} (66)
tem-se que

S + N, = dim(A;) < dim(inv(A,)) < dim(q) = 3+ N, + N,e + N (67)

onde in{A,) denota o fechamento involutivo da distribuicde. Consequente-
mente, pelo teorema de Frobenius [4] tem-se que 0 modelmétieo de confi-
guracgdo é redutivel. O numero de restricdes de velocidages@p podem ser
integradas, e portanto ndo podem ser eliminadas é repadsemtlo grau de nao
holonomicidade do robd.

Definicéo 4 (Grau de Ndo Holonomicidade)O grau de ndo holonomicidade de
um robd movel é definido como

M =dim(inv(A;)) — (6m + Ne)

Como o modelo cinematico de configuracéo é redutivel tenusgara todas
as classes de robds moveis > 0. Ou seja, todas as classes de robds moveis
possuem restricdes ndo holondmicas. Pode-se notar airdd/quepende da
estrutura particular de cada rob6, e portanto ndo tem o meaioiopara todos os
rob0s de uma mesma classe.

Por outro lado, o numero de restricbes de velocidade quenpséeintegradas
e portanto eliminadas é dado pela diferenca entrédiemdim(inv(A,)).

Exemplo 4 Novamente, considere o robé6 movel com acionamento difietenc
mostrado na Figura 7. Considerando, as restricoes (15) ¢ fizga cada roda
e escrevendo-se na forma matricial tem-se

—sen(a; + 31) cos(ag + B1) 1 cos(fy) ' rr 0 0
—sen(ay + fB2) cos(ag + Ba) lycos(Ba)| R+ |0 7 0| =0
—sen(ag + 3) cos(az + [3) I3cos(f3) 0 0 7y

(68)
Substituindo os parametros da Tabela 2 em (68) tem-se:
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T _

—sen(a; + 5 —ap) cos(ay + 5 —aq) licos(5 — o)
—sen(ay + 5 —ag) cos(ag + 5 —ag) lycos(§ — ag)

. T 0 0
‘R’€A+[0 1 0] ¢p=0

—sen(m + [3) cos(m + [3) I3 cos(3) 0 0 r3
ou
-1 0 [1sen(ay) ' rn 0 0
-1 0 lysen(ay) | “R%,+ 10 7o 0| ¢p=0
sen(fs3) —cos(f3) l3cos(fs) 0 0 rs

E como se pode verificar pela Figura 7, tem-se uen(«; ) = —bel; cos(as) =
b, portanto:

-1 0 b [m 00
-1 0 b ‘R’ + 10 70 0] =0
sen(fs3) —cos(fs) l3cos(fs) 0 0 r3
~~ -~ ————
J1(Be.fnc)=1(Bs) >

De (60) tem -se

D(ﬁnc) = - 2_n1colnc(ﬁ3) - D(ﬁi’»)
1
= “ds [— cos(B3) —sen(f3) Izsen(fs) + ds]
D(ﬂg) _ [Coid(gﬁg) send(fg) s se;;(ﬁ:;) i 1]
e
B3 = D(B;)n
_ 1 0
_ Coil(fg) Serll(_gﬁg) 3 se;3(ﬁ3) _ 1] 0 —aln
0 1
= [ty e sen(f3) — & sen(Bs) — 1]
L ds ds 3 ds 3 77
By = —002(353) — (% sen(fs) + 1)] n

Ja de (61) tem-se:
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E(ﬂcuﬂnc) = _JQ ljl(ﬂ 6
L0 0 —b
[0 0 ri sen 63 — cos(ﬂg) I3 cos(33)
F_ 1
T1 T1
- —| -2 0 %
sen(ﬁg) __cos(Bs) cos(Bs)
L 73 T3 T3
o 0 o
1 b
E(3s) = 2 0 T
sen(B3)  cos(B3) cos(f3)
73 T3 T3
p =k (53)277
o 0 o
sen(B3)  cos(B3) l COS (B3)
| T3 3 3
[ L b i
7”11 le
B sen(ﬁg) —a cos(ﬁg)i%g cos((3)
| T3 T3 .
-1 b 7
7”11 le
p = 2 IS
ot (s
Definindo-se o vetor de coordenadas de configuracao:
Ogc Ogc
_ |G
q= = |3
¥1 0
P2

tem-se 0 modelo cinematico de configuracgéo:
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[ cos(6..) asen(f) |
sen(0.) —acos(f)
0 1
g | (s 1) |

B (%) cos(fs)

4 Modelo Dinamico de Configuracéao

Os modelos apresentados nas secfes anteriores descrevenpartamento do
robé em funcéo das velocidades das rodas. No entanto, fesitanas variaveis
de entrada de um robd mével séo os torques aplicados pelosasot

Utilizando-se o formalismo de Lagrange, tem-se que a dicéée um robd
movel com rodas é dada por [3]

d 8T 3T . T T
E(a_g)_a_g = ORI (B, Bu)A + "RCT (B Buc)t (70)

d (0T OT

@(&?)_86 = Gt =
d (0T\ OT
E(w) “op ~ hATT 72
d (0T OT
E <a/60> - aﬁc o (73)

onder,, 7. € 7, SA0 0s torques aplicados para rotacao das rodas, oriemtagao
rodas centradas e orientacdo das rodas ndo centradastixespente.T’ repre-
senta a energia cinética,é o coeficiente de Lagrange associado a restricao (37)
e 1 € o coeficiente de Lagrange associado a restricéo (38).

Pré-multiplicando-se as expressdes (70), (73) e (7QRDT (B,..) e ET (5., Bne),
respectivamente, e somando-as, obtém-se
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o, (d (TN or d (9T or
. d (0T oT\
e e (5 (52) - 57) -

= <J1 (507 67%) + JQE(ﬂca 6nc))T A+ (74)
+ (CL(Be, Bue) + CaD(Bne)) " 1+
+ DT(Bue)Tne + ET(Be, Boc)To

porém, das definigdes de’ (3,.) e E7 (8., Bn.) tem-se

Clnc(ﬁnc) + C2nc =0 (75)
Jl (ﬁca ﬁnc) + J2E(ﬁca ﬁnc) = 0 (76)

e portanto, os coeficientes de Lagrange sao eliminados dass&o (75), resul-

tando
. (d [oT\ oT . d (0T oT
o (% (a—g)‘a—g) + D) (% (aﬁ'm)‘aam)
" d (OT\ oT\
0.0 (5 (5:) - 5e) = @D
= DT(ﬂnc>Tnc + ET(ﬂm ﬁoc)Tgo

A energia cinética de um rob6 movel pode ser expressa por

_|_

T = 7R, | M(Bue) Rof + 2V (Buc) e + 2W 5] + Bl LuclBue+ ¢ Lsp+ BLIL:
(78)
onde M (Bye), V(Bne), W, I, 1, € I. séo fungbes dos parametros de massa e
inércia dos varios corpos rigidos que formam o robd.
Substituindo-se (78) em (73) e (78) e eliminando-se as idddess, 3., ©
e 3. e as aceleracdes f3,., ¢ e (. e com a utilizacdo das expressdes (50), (60)
e (61) e suas derivadas obtém-se

Hi(Be, Bue)it + ST (B)V (Be)C + f1(Bes Bresn, €) =
= ET(ﬁc) [DT<ﬁnc)Tnc + ET(ﬁcu 6nc)7—go:| (79)

com
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Hy(Be, Bre) = X7(Be) [M(Buc) + DT (Bue) V" (Buc) + V(Bue) D(Bre) +

+  DT(Bue)IneD(Bue) + ET(Bey Bue) I E(Bes Buc)] (Be)
(80)

VI (Bre) 2B + 1L + fo(Bes Bues s €) = 7o (81)

gue juntamente com (50), (60) e (61) formam o modelo dinahcconfiguracao
de um rob6é movel com rodas genérico. Neste modelo genérctmrquesr,,,
Tne € T, FEpresentam os torques que podem ser aplicados para retagémta-
céo das rodas. No entanto, em um robd real, apenas algues desfues sao
efetivamente aplicados, pois geralmente utiliza-se o mammeénimo de motores
necessarios. Pode-se facilmente concluir que cada rodieadardeve necessa-
riamente possuir pelo menos um motor para sua orientac&¢c@so contrario
comportar-se-ia como uma roda fixa. Consequentementegorvetio pode pos-
suir componentes identicamente nulos. Por outro lado, tosese, e 7,,. podem
possuir componentes identicamente nulos, desde que a@oatagorientacéo das
rodas as quais estes estejam associados possa ser olads aiv acionamento
das demais rodas. Tem-se entdo, que o vetor dos torquesita@ara rotacao
e orientacdo das rodas néo centragiapode ser obtido de

[ Tne } — Prn (82)

Te

ondeP é uma matriZ N,,.+N) x N,,, que seleciona os componentegde. 7, |”
gue séo efetivamente utilizados como entradas de con&a@gpressao (80) pode
portanto, ser reescrita como

Hl (ﬁcv ﬁnc)n + ZT(ﬁC)V(ﬁnc)C + fl (ﬁca ﬁnca m, C) = B(/Gca /Gnc)PTm (83)
SendOB(ﬁca ﬁnc) = ZT(/Gc) [ DT(ﬁnc) ET(ﬂcu 6nc) ]

E importante observar que a mati43,, 3,.) P deve possuir rank completo
para quaisquer valores d& e ,.. Se esta condicdo nao for satisfeita, existi-
réo valores dej, e 3,. para 0s quais o rob6 tornar-se-a sub-atuado, ou seja, nédo
existirdo graus de liberdade suficientes nas entradas ti®legpara determinar a
alocacéo do centro instantaneo de rotacéo do robd. Est&éormbrtanto, deter-
mina o numero minimo de motores que devem ser utilizadosypadeterminada
classe de robd movel, conforme explicitado na Tabela 3.
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Tabela 3: Numero minimo de motores para cada classe de rolE.moé

Classe Motores

(3,00 JFou#
(2,0) 2
(2,1) 3
(1,1) 2
(1,2) 4

O modelo dinamico de configuracédo pode ser escrito de forns simaples

como

q¢=S(qu
H(Byi+ f(B,u) = F(B)m (84)

com as seguintes definicdes

- B }
| Bne

H

Hl (607 ﬂnc) ET(ﬁC)V(ﬁm) :|

VT (Bae)S(8e) I

[ fl(ﬁmﬁnmrmC) }
L f2(ﬁmﬁn07n7C)

[ B(Be, Buc) P 0 }

0 I

Tm
Te

5 Modelo Dinamico de Pose

O modelo dindmico de configuracdo de um robd mével com rodds per sim-

plificado para

1utilizando rodas universais.

2Utilizando rodas convencionais.
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{ q= S(Q)u (85)

U=

utilizando-se a seguinte realimentacdo de estados

70 = F'(8) [H(B)v + f(B,u)] (86)

ondeF(3) denota uma pseudo-inversa a esquerda @#.

Por outro lado, para aplicacdes de controle em geral, 0 qaeessa sao ba-
sicamente nas coordenadas de pose do robd, igto @s valores das variaveis
internass,,. € ¢ ndo sao de interesse e consequentemente, podem ser ighorado
Com isto obtém-se o seguinte modelo dindmico de pose

{?:B@W (87)
U =7
mantendo-se as mesmas definicbes anteriorescpata

Este modelo descreve totalmente a dinamica entre as c@ulaede pos¢e
as entradas de contrale Embora as coordenadas. e ¢ tenham aparentemente
desaparecido do modelo, elas permanecem implicitamermnteatimmentacao de-
finida pela expresséo (86). As propriedades estruturate dezdelo sdo basica-
mente as mesmas do modelo cinematico de pose. Portantoy@d¢do também
€ genérico, no sentido de que é valido para qualquer classévpbde rob6 com
rodas, e irredutivel [3].

6 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os modelos de robds smerei rodas. Fo-

ram considerados quatro tipos de rodas: rodas fixas, rogagaweis centradas,
rodas orientadas nao-centradas e rodas universais. Siatledep bastante realis-
tas, como a de que as rodas nao deslizam, mostrou-se queEnegisénas cinco

classes de robds com rodas. Através da analise das castcasrilo modelo di-

namico foi possivel deduzir o nimero minimo de motores FEcEs para que

robds de uma determinada classe nédo sejam sub-atuados.
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A Pseudo-inversa de Moore-Penrose

Pseudo-inversas sao utilizadas quando € necessariaresdia operacao inversa
a realizada por uma matriz néo inversivel.
Existem quatro condicdes que definem pseudo-inversas

1. TT'T =T

2. TTTTT =TT

24 é hermitiana= A = A*
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3. 1Tt = [TT']"
4. T'T = [T'T]"

Diversas pseudo-inversas podem ser definidas, dependergi@s das qua-
tro condicdes sao satisfeitas:

Tt satizfaz apenas a condigéo 1.
T1? satizfaz as condicdes 1 e 2.
T satizfaz as condicdes 1, 2 e 3.
T satizfaz as condigdes 1, 2 e 4.

Tt satizfaz todas as quatro condigdes.

Tt é denominada pseudo-inversa de Moore-Penrose e existeypalguer
matriz.

B Calculo da Pseudo-inversa de Moore-Penrose

A pseudo-inversa de Moore-Penrose pode ser obtida por ¢esigdo. Consi-
dere uma matriz genéridac F"*" comp(T) = r. Seja

T=FR"
FeFm
RT c frxn
uma decomposi¢do de comp(F) = p(RT) = r. Notando-se que as matrizes

(r x r) FTF e RT R s&o derank completo e portanto inversiveis, pode-se obter
uma expressao para a inversa de Moore-penrose;

T' = (FRT)" = RT'F'
Tt = RRIRT' pipT' pT

T = R(R"R)" (F'F)" F"
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T' = R(RTR)™ (FTF)" F"

que obviamente é computavel, jA gRER e FT F sdo inversiveis. Pode-se ainda
escrever:

TV = R(FTFRTR) ™ F"

Tt = R(FTTR)™" FT

Existem dois casos especiais @& Inversas a direita e a esquerda. Uma
matriz’ " € F™*™ é dita ser inversivel a direita (ou a esquerda) se existe uma
matriz7"' (ouT; ") tal queTTy;"' = I,,, (ouT; 'T = I,).

B.1 Inversa a Direita

A inversa de Moore-Penrose reduz-se a inversa a direita se

m < nep(T) =mrankde linhas completo

Isto significa quep(T) = p(R) = p(F) = meF € F™™ ComoF é
quadrada e possuink completo, existe uma inversa nornfat!, simplificando
a expressao para a inversa de Moore-Penrose:

Tm,' = R[R"R'FTF]'FT
_ R[RTR]—lF—l[FT]—lFT
= R[R'R|7'F!
= R[F(R"R)™
= [F1]"[F(R"R)]™
= TT[FRTRF'|™

TT[TTT]—l

B.2 Inversa a Esquerda

A inversa de Moore-Penrose reduz-se a inversa a esquerda se

m > n e p(T) = nrankde colunas completo

Isto significa quep(T) = p(R) = p(F) = ne R € R™". ComoR é
quadrada e posstank completo, existe uma inversa nornfat!, simplificando
a expressao para a inversa de Moore-Penrose:
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T;' = R[R"R'F'F]'FT
— (R—1>T[FTF]—1FT

C Propriedades da Pseudo-inversa de Moore-Penrose

A pseudo-inversa de Moore-Penrose possui diverdas pdaoles, algumas das
quais serdo utilizadas aqui:

1. T é Gnica

2. Tt = T~ paral néo singulares
(T =Teot =0

(kT)" = (1/k)T" parak # 0
N(TTH) =R(TT) eS(TT) = I(TT)
p(T") = p(T)

TT'eT'T sdo ambas hermitianas e idempotehtes

© N o 00 & W

(TA)T = ATTT se uma ou mais das seguintes condi¢des for valida

(a) T ou AT possui colunas ortonormais

(b) T e A possuem inversas a direita e a esquerda, respectivamente
() A=17T

d Témxn, Aénx kep(T)=p(A)=n

() TTTAAT = AATTTT

(f) AATTTT e TTTAAT forem ambas hermitianas

Q. (UTVT)T = VTTUT para quaiquer matrizes com colunas ortonorraés
V4

3A éidempotentes A% = A.
4U com colunas ortonormais UTU = T
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10. TTVT = TV -IT'T ondeT ém x n, p(T) = m < n eV é uma matriz
nao singular qualquer

11. (UTVT)T = VIT-1UT paral n&o singular

12. T fornece a solucdo de minimos quadrados para uma equacaagers
forma

Tjz = x;

O resultado obtido é solucdo 6tima com relacdo ao custo

J =Ty — ]|

e é dado por

Tr = Tij
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