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1 Introducao

O formalismo de Newton-Euler € baseado nas equacdes de Newton (1) e de Euler

2):

F =mi, (1
N=°Tuo+wxIw 2)

1.1 Deducao da Equacao de Euler

% (“Iw) =N,

onde

€0 [: tensor de inércia em relagdo ao sistema {0}
w;: velocidade angular do sistema {i} descrita no sistema {0}

ON;: torque total no centro de massa do elo {i} expresso no sistema {0}
Mas

COI — ORZ‘CiIORZT

W; = W; = ORZ‘ZWZ‘



°Ni = RN,
Portanto

% (ORiCiloR?ORiiwi) — ORZZNZ

e como [ é constante:
ORZ' (lelwl) + Owi X ORZ‘ (C'[’wz) = ORZZNZ

Cillwi —+ Owi X Cilzwi = ZNZ'

2 Aceleracao Linear

Tem-se que

Wo = *Rp"Vy + Qs x “Rp"Q

Portanto a aceleracgao ser4,

) d . d
AYr B A Ap B A Ap B
VQ_E(RB VQ)+ QBX RB Q+ QBXE(RB Q) (3)
Por outro lado,
dA
AVQ — dtQ — ARBBVQ +AQB % ARBBQ
ou
d
o ("Re"Q) = "Rp™Vo + 05 x “Rs"Q @)
similarmente, pode-se obter
d .
a (ARBBVQ) = ARBBVQ + AQB X ARBBVQ (5)

Substituindo-se (5) e (4) em (3),

AVQ = ARBBVQ+AQB XARBBVQ+AQBXARBBQ+AQBX (ARBBVQ + AQB X ARBBQ)

ou



AVQ — ARBBVQ+2AQB XARBBVQ+AQB XARBBQ+AQB % (AQB % ARBBQ)
(6)

A expressao (6) é vélida quando a origem do sistema {A} coincide com a
origem do sistema {B}. Para o caso genérico, quanto o sistema {B} estd se mo-
vendo em relacdo ao sistema { A}, € necessario adicionar um termo que considere
a aceleracdo da origem de {B}, ou seja:

AVQ = AVBOTQ—FARBBVQ—'—QAQBXARBBVQ+AQB XARBBQ+AQBX (AQB X ARBBQ)
(7)
Um caso particular de interesse ocorre quando Z() € uma constante em relagdo
a {B}, ou seja:
PV ="Vp=0

Neste caso, tem-se

Wo = Waerg + 205 x “RPQ + 4Qp x (AQB X ARBBQ) (8)

A expressdo (8) € usada para calcular a aceleracdo linear de elos de robds com
juntas rotacionais.

3 Aceleracao Angular

Seja o sistema {B} rodando em relaco ao sistema {A} com 4{p e o sistema {C}
rodando em relacdo ao sistema {B} com Q. Logo,

A0c =205 + *RpPQc 9)
Diferenciando:
AQ) . — AQ +£(AR B() )
c B+ B {lc
Como
d

% (ARBBQc) = ARBBQC —+ AQB X ARBBQC

tem-se

AQC = AQB + ARBBQC + AQB X ARBBQC (10)

A expressao (10) € usada para calcular a acelerac@o angular de elos de robos.
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4 Formalismo de Newton-Euler

O formalismo de Newton-Euler € um procedimento iterativo para calcular os tor-
ques nas juntas do rob6. O procedimento € baseado em iteragdes diretas e itera-
coes reversas. As iteracdes diretas calculam as aceleracdes e velocidades dos elos
do rob6 a partir da base em dire¢do a garra. As iteragdes reversas calculam os
torques da garra para a base do robd.

4.1 Iteracoes Diretas
4.1.1 Velocidades e Aceleracoes Angulares dos Elos com Juntas Rotacionais

Fazendo-se A=i—1,B=i—1eC =1em(9)e(10)e considerando-se que a
velocidade angular do elo i em relagfio ao elo ¢ — 1 é dada por 0;°*Z;_;, tem-se

i1 i1 i1 Y i—i
wi =""wi1 +" R0 2

e
i—1 - i1 - i-lp iy i—1 i-lp  gi-ig
w; =" W1+ i—10; i—i T TWis1 X i—10; i—i
ou
i—1 i—1 j i—i 5
wi =""wi1+6;""Zi;
e

-1 _i—1- i i—i 5 i—1 ) i—i 5
wi =" Wi 0" 2 T wi X 0 2

Para obter-se uma expressao que possa ser utilizada iterativamente, € interes-
sante ter-se w; € w; representadas no sistema associado ao elo 7. Assim,

‘Wi ="R;i (i_lwifl + éz'i_iZAzez‘) (1T)

‘Wi ="Riy (i_lwi—l + 0,77+ Ty X éii_iZi—i) (12)



4.1.2 Aceleracoes Lineares dos Elos com Juntas Rotacionais
Fazendo-se A=i—1,B =i—1eQ = P, em (8), tem-se
i_li)i = i_liji—l + i_lwi X iRi—li_lpiorg + i_lwi X (i_lwi X ZA}%i—li_lpiorg)

portanto,

Wi =Ry " Mg+ X TRy T Pigrg 4w X (sz‘ X ZRi—lz_lf)iorg) (13)

4.1.3 Juntas Prismaticas

As expressoes (11), (12) e (13) sdo validas para juntas rotacionais. Para juntas
prismaticas as expressoes tornam-se:

Wi ="Ri—1" w1 (14)
Op ="Ri "N (15)

Wi o= R0 + Wy X Z'Rifliilpiorg + "w; x (iwi X iRifll;lPiorg)
+ 2w X 'Ry 1di T 2 4+ R d T 2 (16)

4.1.4 Aceleracao do Centro de Massa

Para utilizacdo da lei de Newton € necessdrio ter-se a acelera¢do no centro de
massa do elo, e nao na ponta do elo onde usualmente (segundo as convengdes de
Denavit-Hartenberg) esta o sistema de coordenadas associado ao elo, conforme a
figura 1. Assim, utilizando-se novamente a expressao (8), tem-se:

“boi = "0+ i X P + g x (Y x PP (17)

4.2 Iteracoes Reversas
4.2.1 Torques e Forcas nos Elos

Através das equagdes de Newton (1) e de Euler (2) pode-se calcular os torques e
forcas de reacdo gerados pelas acelera¢des agindo nos elos:
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Junta? + 1

S0

Junta ¢

Figura 1: Forcas nos elos.

Fy = my' e (18)
IN; = L%, 4wy X CLw; (19)

4.2.2 Balanco de Forcas e Momentos

Seja f1 a for¢a exercida pelo elo 2 no elo ¢ + 1 e n; o torque exercido pelo elo 7 no
elo 7 4+ 1. Entdo, o balango de forcas agindo sobre o elo i é:

Fi="Ri " -

A . - . . A . - . .
‘Ni="Ri1" "nj1—"n; + (ZPi—l - ZPci) X R fica+ P x ' fi
e portanto as forgas e torques na junta ¢, serdo

i =""R; (ZFz + Zfz) (20)



i ="1R |'N; + "n; + (iPci - iPi—l) X "Riy" M i1 — Py % ifz} (2D

E importante perceber que ' f;_; e "'n,_; sdo vetores com trés componen-
tes. No entanto, tipicamente a junta tem apenas um atuador que fornece torque
ou forc¢a na direcio do eixo i-17. .. Ou seja, o torque ou a for¢a fornecida pelo
atuador da junta i é:

7 =""'nT 717\, se a junta for rotacional, ou (22)
Fi = i_lfgli_lZi_l, se a junta for prismatica. (23)

Os componentes de "1 f;_; e “"'n;_; nas direcdes ‘1 X;_; e “"1Y;_; sdo su-

portadas pela prépria estrutura mecanica do manipulador e ndo pelo atuador em
si.

4.3 Procedimento Iterativo de Newton-Euler

4.4 [Inicializacao

0@0 = OWQ = Ou')o =0

ntlf .1 = forcas externas agindo na garra

"1 = torques externos agindo na garra

4.4.1 [Iteracoes Diretas

1=1,2,...,n

‘Ri4 (i_lwi,l + Qii_iZi,i) , se a junta 7 for rotacional

R 1w , se a junta ¢ for prismatica

‘Ri_4 (Flwi_l + 0,77+ X Hii*"Zi_i) , se a junta 7 for rotacional

R 17l , se a junta 7 for prismatica



‘ _y - ‘ -
"R 1" 01+ wy X TRy Pigrgt

"wi X ("w; X "Ri—1" ' Pigyy) , se a junta ¢ for rotacional
0= o - _ -
‘ "Ri—1" Y01+ w; X 'R 4" 1Pz‘org+
i i i i1

w; X (‘w; X "Ry Piorg)

+2Uw; X "Ry _1d; " Z;_1 +'Ri_1d;7'Z;_, , se ajunta i for prismatica

Wei = "0 +'w; X "Pe; + 'w; X (Zwi X ZPci)

4.4.2 Iteracoes Reversas

i1=n,n—1,...,1
Fy = m;' v
7 cLT 7 cir
Ni: Iz wi+ w; X Iz Wy

Tl =R, (ZFZ + ifi)

T =R, [iNz +"'n; + (ipcz' — iPzel) X 'Ry i —"Py x Zfz:|

=inT =17, 1, se ajunta for rotacional, ou
T, —
i=1 T i1y ‘unta ismiéti
I i1 ,se ajunta for prismitica.



