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A modelagem de robôs manipuladores é feita através da descrição dos seus
elos e das relações entre eles. Para sistematizar a descrição estas relações, são
utilizadas ferramentas de Álgebra Linear e Geometria Analítica.

1 Descrição de Posição e Orientação

1.1 Descrição de Posição

A figura 1 mostra um pontoP .

•P

Figura 1: PontoP .

Para que se possa localizar este ponto no espaço é necessárioconsiderar a
existência de um sistema de coordenadas{A}, como mostra figura 2, com relação
ao qual o pontoP será localizado. Este sistema de coordenadas é formado por
três versores1 ortonormais2 indicadores das três dimensões do espaço físico.

Deseja-se descrever o pontoP em termos do sistema de coordenadas{A}.
Descrever uma entidade em termos de outra, significa obter a melhor aproximação
de uma em função da outra. No presente caso seria obter a melhor aproximação
de P em termos dos versores do sistema{A}. No entanto, esta aproximação
envolve entidades de tipos diferentes, ou seja, pontos e vetores. Parece razoável
supor que seria mais fácil obter tal aproximação se as entidades envolvidas fossem
do mesmo tipo. Observando a figura 3 verifica-se que a posição do pontoP em
relação à origem do sistema{A} é igual ao comprimento do vetor cuja base está
na origem do sistema{A} e a ponta está no pontoP . Por conveniência, este vetor
é denominadoAP , pois representa o pontoP em relação ao sistema{A}.

1Versores são vetores indicadores de direção.
2Vetores ortonormais são vetores ortogonais entre sí e com módulo unitário.
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ẐA

X̂A

ŶA
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Figura 2: Sistema de coordenadas.

Tem-se então, que a descrição do pontoP em relação ao sistema{A} é
feita através da descrição do vetorAP no sistema{A}. Esta descrição é obtida
aproximando-se o vetorAP nas direçõeŝXA, ŶA e ẐA.

SejaY uma aproximação qualquer deAP na direçãoŶA, como mostra a fi-
gura 4. Tem-se então:

AP = Y + EY ⇒ Y = AP − EY (1)

ondeEY é o erro cometido na aproximação.
Obviamente, a melhor aproximaçãoPY , também denominada projeção deAP

sobreŶA, é tal que o módulo deEY é minimizado, isto é, quandoEY é ortogonal
a ŶA. Considerando-se esta situação e tomando-se o produto escalar de (1) por
ŶA, tem-se que

pY
△
= PY ŶA = AP · ŶA − EY · ŶA = AP · ŶA

ondepY é o módulo dePY .
De forma semelhante, tem-se que os módulos das aproximaçõessobreX̂A e

ŶA são, respectivamente:

px = AP · X̂A

pz = AP · ẐA

como mostra a figura 5.
Como X̂A, ŶA e ẐA formam uma base noR3, tem-se que o conjunto das

aproximações deAP nestas três direções é exatamente igual àAP , ou seja, o erro
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Figura 3: VetorAP , associado ao pontoP .

cometido na aproximação é zero. Assim, tem-se que o pontoP pode ser descrito
no sistema de coordenadas{A} por

AP =





pX

pY

pZ





1.2 Descrição de Orientação

Ponto não tem orientação, pois não tem dimensão, mas frequentemente é interes-
sante descrever a orientação de objetos, planos ou mesmo segmentos de reta. Para
tanto, será utilizado o artifício de associar ao objeto de interesse um sistema de
coordenadas, de forma que a orientação possa ser descrita através da descrição
dos versores deste sistema de coordenadas, como mostra a figura 6.

Assim, a descrição de orientação pode ser feita descrevendo-se os versores de
{B} em relação a{A}. Ou seja, a descrição da orientação de{B} em relação
a {A} é dada porAX̂B, AŶB e AẐB, que para conscisão de notação podem ser
agrupados em uma matriz:

ARB =
[

AX̂B
AŶB

AẐB

]

ondeARB é denominada matriz de rotação de{B} em relação à{A}.
Por outro lado, as projeções dêXB, ŶB e ẐB sobre o sistema de coordenadas

{A} são dadas por:
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ẐA

{A}

X̂A

AP

ŶA
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Figura 4: Aproximação deAP na direçãôYA.

AX̂B =





X̂B · X̂A

X̂B · ŶA

X̂B · ẐA





AŶB =





ŶB · X̂A

ŶB · ŶA

ŶB · ẐA





AẐB =





ẐB · X̂A

ẐB · ŶA

ẐB · ẐA





e portanto, a matriz de rotaçãoARB será:

ARB =
[

AX̂B
AŶB

AẐB

]
=





X̂B · X̂A ŶB · X̂A ẐB · X̂A

X̂B · ŶA ŶB · ŶA ẐB · ŶA

X̂B · ẐA ŶB · ẐA ẐB · ẐA



 (2)

Note que os elementos deARB são produtos escalares entre os versores dos
sistemas{A} e{B}. Portanto, como versores tem módulo unitário, os elementos
de ARB são os cossenos dos ângulos entre cada um dos versores de{A} e cada
um dos versores de{B}. Por este motivo, a matrizARB também é denominada
de matriz de cossenos diretores de{B} em relação à{A}.
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Figura 5: Projeções deAP nas direçõeŝXA, ŶA e ẐA.

Por outro lado, a rotação inversaBRA = AR−1
B pode ser obtida projetando-se

X̂A, ŶA e ẐA sobre o sistema de coordenadas{B}, que de (2) é dado por:

BRA =





X̂A · X̂B ŶA · X̂B ẐA · X̂B

X̂A · ŶB ŶA · ŶB ẐA · ŶB

X̂A · ẐB ŶA · ẐB ẐA · ẐB





e portanto, invertendo-se a ordem os produtos escalares chega-se a:

BRA =





X̂B · X̂A X̂B · ŶA X̂B · ẐA

ŶB · X̂A ŶB · ŶA ŶB · ẐA

ẐB · X̂A ẐB · ŶA ẐB · ẐA



 = ART
B (3)

A expressão (3) induz a hipótese de que a inversa da matriz de rotação seja
igual à sua transposta. Esta hipótese pode ser corroborada através da observação
de que:

BRA
ARB = ART

B
ARB =





AX̂T
B

AŶ T
B

AẐT
B




[

AX̂B
AŶB

AẐB

]

=





AX̂T
B

AX̂B
AX̂T

B
AŶB

AX̂T
B

AẐB
AŶ T

B
AX̂B

AŶ T
B

AŶB
AŶ T

B
AẐB

AẐT
B

AX̂B
AẐT

B
AŶB

AẐT
B

AẐB




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Figura 6: Descrição de orientação.

=





AX̂B · AX̂B
AX̂B · AŶB

AX̂B · AẐB
AŶB · AX̂B

AŶB · AŶB
AŶB · AẐB

AẐB · AX̂B
AẐB · AŶB

AẐB · AẐB



 = I

Assim, para matrizes de rotação tem-se:

BRA = AR−1
B = ART

B

1.3 Descrição de Posição e Orientação

A descrição da posição e orientação de um corpo é feita descrevendo-se o sistema
de coordenadas associado ao corpo através da matriz de rotação em relação ao
sistema inercial e da posição da origem do sistema, como mostra a figura 7.

Assim, tem-se que a descrição do corpo da figura 7 é dada por:

{B} =
{

ARB,
APBorg

}

ondeAPBorg é o vetor que localiza a origem de{B} em relação à{A}.

2 Mapeamento entre Sistemas de Coordenadas

Tipicamente em um sistema robótico existirão diversos sistemas de coordenadas
associados aos diversos objetos no espaço de trabalho do robô e aos seus próprios
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Figura 7: Descrição de posição e orientação.

elos. Consequentemente, é comum conhecer-se algum ponto deinteresse em rela-
ção à um sistema de coordenadas e desejar conhecer a descrição do mesmo ponto
em relação à outro sistema de coordenadas. Isto pode ser feito através do mapea-
mento de pontos entre sistemas de coordenadas.

2.1 Mapeamento Envolvendo Apenas Translação

Sejam dois sistemas de coordenadas{A} e {B} com mesma orientação e com
origens não coincidentes, como mostra a figura 8.

{A}

X̂A

ŶA

ẐA

ẐB

X̂B

APBorg

AP

{B} BP

ŶB

Figura 8: Mapeamento envolvendo apenas translação.

Supondo que se conheça a descrição de um ponto em relação ao sistema{B},
pode-se observar através da figura 8 que a sua descrição em relação ao sistema
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{A} é dada por

AP = APBorg + BP (4)

ondeAPBorg é a descrição da origem de{B} em relação à{A}.

2.2 Mapeamento Envolvendo Apenas Rotação

Sejam dois sistemas de coordenadas{A} e {B} com origens coincidentes e tais
que a orientação de{B} em relação à{A} é dada porARB, como mostra a fi-
gura 9.

{A}

X̂A

ŶA

ẐA

ŶB

ẐB

{B}

BP ≡ AP

X̂B

Figura 9: Mapeamento envolvendo apenas rotação.

Tem-se então queAP é dado pela projeção deBP sobre os versores do sistema
{A}, ou seja:

ApX = BP · BX̂A = BX̂A · BP = BX̂T
A

BP
ApY = BP · BŶA = BŶA · BP = BŶ T

A
BP

ApZ = BP · BẐA = BẐA · BP = BẐT
A

BP

ou ainda

AP =





ApX
ApY
ApZ



 =





BX̂T
A

BŶ T
A

BẐT
A



 BP =
[

BX̂A
BŶA

BẐA

]T BP = BRT
A

BP

que pode ser escrito como

AP = ARB
BP
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2.3 Mapeamento com Translação e Rotação

Quando se tem translação e rotação entre os sistemas{A} e {B} envolvidos no
mapeamento, como na figura 10, pode-se imaginar um sistema intermediário{C},
alinhado com o sistema{A}, mas com origem coincidente com{B} de forma que
tem-se

{A}

X̂A

ŶA

ẐA

APBorg

AP

BP

X̂B

ŶB

ẐB

{B}

Figura 10: Mapeamento com translação e rotação.

AP = APCorg + CP
CP = CRB

BP

e considerando queAPCorg ≡ APBorg e CRB ≡ ARB, pode-se escrever

AP = APBorg + CP
CP = ARB

BP

ou ainda

AP = APBorg + ARB
BP (5)

que descreve a posição do ponto em relação ao sistema{A} conhecendo-se a
descrição do ponto no sistema{B} e a descrição do sistema{B} em relação ao
sistema{A}.
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3 Transformação Homogênea

A expressão (5) permite fazer o mapeamento de pontos de um sistema de coorde-
nadas para outro. No entanto, ela não é muito prática, por envolver duas operações
(uma multiplicação e uma soma matriciais). Seria conveniente dispor de um ope-
rador tal que permitisse calcular o mapeamento entre sistemas de coordenadas
através de uma única operação matricial, ou seja, seria conveniente escrever (5)
na forma:

AP = ATB
BP (6)

ondeATB é o operador que faz o mapeamento de pontos do sistema{B} para o
sistema{A}.

A expressão (5) pode ser escrita na forma (6) fazendo-se:
[

AP

1

]

︸ ︷︷ ︸

vetor em
coordenadas
homogêneas

=

[
ARB

APBorg

01×3 1

]

︸ ︷︷ ︸

matriz de
transformação
homogênea

[
BP

1

]

A matriz de transformação homogênea pode ser particionada em quatro cam-
pos:

[
rotação translação

perspectiva escala

]

Os campos de rotação e translação são utilizados para descrever a rotação
e a translação envolvidas no mapeamento. O campo de escala é utilizado para
representar diferenças de escala entre os sistemas e o campode perspectiva é
utilizado para representar a diferença de perspectiva entre os sistemas. Estes dois
últimos campos são comumente utilizados quanto a transformação homogênea
é utilizada no contexto de visão computacional, processamento de imagens ou
computação gráfica. Em robótica normalmente estes campos assumem os valores
de operador nulo para as respectivas operações, ou seja,01×3 para perspectiva e1
para escala.

4 Operadores

Operadores movem pontos ou vetores no espaço. Esta movimentação pode ser
translação, rotação ou ambas. É importante perceber que quando se está fazendo
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um mapeamento de um ponto existem dois sistemas de coordenadas envolvidos,
enquanto que ao se aplicar um operador à um ponto, apenas um sistema de coor-
denadas está envolvido na operação.

4.1 Operador de Translação

Seja um pontoAP1 e um vetorAQ. O operador de translação este ponto de um
deslocamento finito ao longo da direção do vetor, obtendo-seum novo pontoAP2,
deslocado em relação aAP1, como mostra a figura 11.

{A}

X̂A

ŶA

ẐA

AP1

AQ

AP2

Figura 11: Operação de translação.

Através da figura verifica-se que

AP2 = AP1 + AQ (7)

Esta operação pode ser representado na forma matricial como

AP2 = D(q)AP1 (8)

ondeq é a amplitude da translação ao longo do vetorAQ e

D(q) =







1 0 0 qx
0 1 0 qy
0 0 1 qz
0 0 0 1







sendoqx, qy e qz são os componentes da translação nas direçõesX̂A, ŶA, ẐA.
As expressões (7) e (8) são semelhantes às expressões (4) e (6), no entanto, nas

expressões obtidas na seção 2 haviam dois sistemas de coordenadas envolvidos,
enquanto aqui existe apenas um sistema de coordenadas.
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4.2 Operador de Rotação

O operador de rotação roda um pontoAP1 de um ânguloθ em torno de um vetor
AQ para gerar um outro pontoAP2, como mostrado na figura 12.

{A}

X̂A

ẐA

AP2

AQ

θ

ŶA

AP1

Figura 12: Operação de rotação.

Usualmente, ao invés de rotação em torno de vetores arbitrários, considera-se
rotações em torno dos versores do próprio sistema de coordenadas, de forma que
uma rotação deθ em torno de um vetor arbitrário é substituída por uma rotaçãode
α em torno deX̂, uma rotação deβ em torno dêY e uma rotação deγ em torno
deẐ. A figura 13 mostra uma rotação em torno deAX̂.

ẐA

ŶA

{A}

X̂A

α

AP2

AP1

Figura 13: Operação de rotação de um ânguloα em torno deAX̂.

A expressão que descreve esta operação de rotação pode ser obtida notando-se
queAP1 é igual aBP2, sendo{B} um sistema de coordenadas que sofreu uma
rotação deα em torno deAX̂, como mostra a figura 14.

Assim, tem-se

AP2 = ATB
BP2 = ATB

AP1
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ẐA

ŶAX̂A

α

AP2

AP1

α
ŶB

ẐB

X̂B

{A}
{B}

Figura 14: Sistema de coordenadas auxiliar par obtenção da operação de rotação.

ondeATB =







1 0 0 0
0 cosα − sen α 0
0 sen α cosα 0
0 0 0 1







é o operador que rotacionaAP1 em

torno deAX̂ para obter-seAP2. Para tornar este fato evidente, define-se o operador
de rotação em torno dêX como:

RX(α) =







1 0 0 0
0 cosα − sen α 0
0 sen α cosα 0
0 0 0 1







e portanto

AP2 = RX(α)AP1

Analogamente, pode-se obter os operadores que realizam rotações em torno
deŶ e Ẑ:

RY (β) =







cosβ 0 sen β 0
0 1 0 0

− sen β 0 cosβ 0
0 0 0 1







RZ(γ) =







cos γ − sen γ 0 0
sen γ cos γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






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4.3 Operador de Transformação

O operador de transformação realiza translação e rotação deum pontoAP1 para
transforma-lo em um pontoAP2, deslocado e rotacionado em relação àAP1, como
mostra a figura 15.

ẐA

ŶA

{A}

X̂A

AQ

α

AP1

AP2

AP3

Figura 15: Operação de translação.

Na figura 15 a transformação realizada é um deslocamento porAQ e uma
rotação deα em torno deAX̂, ou seja o pontoAP1 é deslocado e obtém-se o
pontoAP3 = D(q)AP1 e a seguir o pontoAP3 é rotacionado deα em torno deAX̂
para obter-seAP2. Assim tem-se:

AP2 = RX(α)AP3 = RX(α)D(q)AP1

Note que como rotação e translação são operações independentes, o resultado
seria o mesmo se a ordem das operações fosse invertida. Alem disso, no caso
geral tem-se rotações em torno deX̂, Ŷ e Ẑ, de forma que em geral, tem-se

AP2 = RZ(γ)RY (β)RX(α)D(q)AP1 (9)

ou, para simplificar a notação

AP2 = T (q, α, β, γ)AP1

ondeT (q, α, β, γ) = RZ(γ)RY (β)RX(α)D(q) é o operador de transformação
que desloca e rotaciona o ponto em torno dos três versores do sistema de coorde-
nadas.

Em geral, a ordem em que são feitas as rotações e deslocamentos altera o
resultado final, mas em (9), a ordem não é importante pois os eixos em torno dos
quais são feitas as rotações são fixos e ortogonais.
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5 Aritmética de Transformações

5.1 Transformações Compostas

Sejam três sistemas de coordenadas{A}, {B} e {C}, com transformações en-
tre eles conhecidas e um ponto cuja descriçãoCP é conhecida, como mostra a
figura 16.

{A}

X̂A

ŶA

ẐA

X̂B

APBorg

{B}
X̂C

ŶC

ẐC

AP

{C}

ẐB

BPCorg

BP

CP

ŶB

Figura 16: Transformações Compostas.

Pode-se determinarAP por:

AP = ATB
BP

e por sua vêz

BP = BTC
CP

e portanto

AP = ATB
BTC

CP = ATC
CP

É importante notar que neste caso a ordem das transformaçõesé importante e
que a ordem de execução das transformações é da direta para a esquerda. Obvi-
amente, a composição de transformações pode ser generalizada para um numero
arbitrário de transformações.

15



5.2 Inversão da Transformação

DadoATB, deseja-se obterBTA = AT−1
B .

A transformação pode ser invertida de diversas formas:

inversão aritmética:
T−1 =

1

|T |
cof (T) T

• Grande número de cálculos

• Complicado se a dimensão for maior do que 4

• Pouco adequado para implementação computacional

• Arredondamentos e truncamentos podem destruir a estruturada matriz

inversão numérica: Métodos da triangulação, eliminação de Gauss, Gauss-Seidel,
etc.

• Adequado para qualquer dimensão

• Arredondamentos e truncamentos podem destruir a estruturada matriz

• Adequados para implementação computacional

inversão utilizando a estrutura da matriz: Explora a estrutura particular da ma-
triz de transformação homogênea.

• Baixo número de operações

• Preserva a estrutura da matriz

• Fácil de ser calculada manualmente e computacionalmente

ATB =

[
ARB

APBorg

01×3 1

]

BTA =

[
BRA

BPAorg

01×3 1

]

Já foi visto anteriormente queBTA = ART
B. Resta portanto determinar

BPAorg a partir deATB.

Tem-se que a origem do sistema{B} descrita no sistema{B} é0, ou seja

BPBorg = 0
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Mas, sabe-se que

1P3 = 1R2
2P3 + 1P2org

Portanto, fazendo1 = B, 2 = A e3 = Borg tem-se

BPBorg = BRA
APBorg + BPAorg = 0

logo

BPAorg = −BRA
APBorg

Assim,

BTA =

[
ART

B −ART
B

APBorg

01×3 1

]

5.3 Equações com Transformações

Sejam cinco sistemas de coordenas{A}, {B}, {C}, {D} e {E}, dispostos arbi-
trariamente como mostrado na figura 17.

O sistema de coordenadas{D}, pode ser expresso em relação ao sistema{A}
como:

ATD = ATE
ETD (10)

ou

ATD = ATB
BTC

CTD (11)

Igualando-se (10) e (11), obtém-se uma equação com transformações:

ATE
ETD = ATB

BTC
CTD (12)

Através de (12) pode-se calcular qualquer uma das transformações em função
das demais. Por exemplo,BTC pode ser calculada como:

BTC = AT−1
B

ATE
ETD

CT−1
D (13)

É importante perceber queATB está pré-multiplicando no lado direito de (12 e
que portanto,AT−1

B deve estar pré-multiplicando em (13). De forma semelhante,
CTD está pós-multiplicando em (12) e portantoCT−1

D deve estar pós-multiplicando
em (13.
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X̂C

ŶC

ẐC

{C}

{A}

X̂A

ŶA X̂B

APBorg

{B}
ẐB

BPCorg

ŶB

{D}

ẐE

{E}

X̂E

ŶE

ẐD

EPDorg

ẐA

APEorg

ŶD

X̂D
CPDorg

Figura 17: Sistemas de coordenadas arbitrários.

As setas na figura 17 indicam a definição de um sistema em relação à outro
e podem ser utilizadas para obter-se diretamente equação detransformação. Para
tanto, parte-se da origem do sistema tomado como referênciapara a transformação
desejada ({B}, no exemplo) e percorre-se o diagrama até chegar-se à origemdo
sistema desejado ({C}), incluindo na equação a transformação correspondente a
cada seta percorrida. Quando o diagrama é percorrido no sentido contrário a seta,
a transformação correspondente é incluída invertida na expressão.

Considere um robô trabalhando em uma determinada operação de pick-and-
place, como mostrado na figura 18. Suponha ainda, que se conhece as seguintes
transformações:

• da ferramenta para o punho do robô,WTT

• da bancada para a base do robô,BTS

• da peça para a bancada,STG.

Deseja-se calcular a transformação do punho para a base do robô, BTW , para
que a ferramenta esteja na origem do sistema de coordenadas associado à peça.
Ou, seja, deseja-se:
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Figura 18: Operação depick-and-place.

BTT = BTG

já que para que a ferramenta esteja na origem do sistema de coordenadas da peça,
a transformaçãoTTG = I.

Por outro lado, tem-se:

BTT = BTW
WTT

e

BTG = BTS
STG

logo

BTW
WTT = BTS

STG

e portanto
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BTW = BTS
STG

WT−1
T

6 Outras Descrições de Orientação

6.1 Ângulos deRoll-Pitch-Yaw

Ao invés de representar a orientação pela matriz de rotação,pode-se representar a
orientação de um sistema{B} em relação à um sistema{A} através dos utilizar os
ângulos de rotação em torno dêXA, ŶA e ẐA, como mostrado na figura 19. Estes
ângulos são conhecidos como ângulos deroll-pitch-yaw, ou ângulos de rolamento,
arfagem e guinada.

Figura 19: Ângulos deroll-pitch-yaw.

Assim, tem-se:

ARB(α, β, γ) = RZ(γ)RY (β)RX(α)

=





Cγ −Sγ 0
Sγ Cγ 0
0 0 1









Cβ 0 Sβ

0 1 0
−Sβ 0 Cβ









1 0 0
0 Cα −Sα
0 Sα Cα



 =

=





CγCβ CγSβSα− SγCα CγSβCα+ SγSα

SγCβ SγSβSα+ CγCα SγSβCα− CγSα

−Sβ CβSα CβCα



 (14)
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O problema de obter-seα, β e γ a partir de uma matrizARB conhecida tam-
bém é frequentemente de interesse. A matrizARB pode ser escrita como:

ARB =





r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33





SupondoCβ 6= 0, pode-se obterα, β eγ através de:

α = atan2 (r32, r33)

β = atan2

(

−r31,±
√

r2
32 + r2

33

)

(15)

γ = atan2 (r21, r11)

Note que exitem duas soluções paraβ. Por convenção, neste problema de
conversão de RPY para matriz de rotação, sempre seleciona-se o valor deβ tal
que−π

2
≤ β ≤ π

2
.

Seβ = ±π
2
, a solução (16) degenera, pois neste caso tem-se

ARB =





0 ±CγSα− SγCα ±CγCα + SγSα

0 ±SγSα + CγCα ±SγCα− CγSα

∓1 0 0





=





0 ±S(α ∓ γ) C(α∓ γ)
0 ±C(α∓ γ) −S(α∓ γ)
∓1 0 0





e só é possível determinar a diferença deα eγ seβ = +π
2

ou a soma deα eγ se
β = −π

2
. Assim, tem-se:

α∓ γ = atan2 (r12, r22)

Neste caso, é usual arbitrar-seγ = 0 e calcularα:

α =

{
atan2 (r12, r22) , seβ = π

2

− atan2 (r12, r22) , seβ = −π
2

6.2 Ângulos de Euler em Torno de Z-Y-X

Neste caso, tem-se:

ARB(γ, β, α) = ARB′(γ)B′

RB′′(β)B′′

RB′′′(α) = RZ(γ)RY (β)RX(α) (16)
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Figura 20: Ângulos de Euler em torno de Z-Y-X.

que é equivalente a (14). Portanto, os ângulos de Euler em torno de Z-Y-X são
equivalentes aos ângulos deroll-pitch-yaw.

6.3 Ângulos de Euler em Torno de Z-X-Z

ARB(γ, β, α) = ARB′(γ)B′

RB′′(β)B′′

RB(α) = RZ(γ)RX(β)RZ(α) =

=





Cγ −Sγ 0
Sγ Cγ 0
0 0 1









1 0 0
0 Cβ −Sβ
0 Sβ Cβ









Cα −Sα 0
Sα Cα 0
0 0 1



 =

=





CγCα− SγCβSα −CγSα− SγCβCα SγSβ

SγCα + CγCβSα −SγSα + CγCβCα −CγSβ
SβSα SβCα Cβ



 (17)

SupondoSβ 6= 0:

α = atan2 (r31, r32)

β = atan2

(

±
√

r2
31 + r2

32, r33

)

(18)

γ = atan2 (r13,−r33)

Seβ = 0 ouβ = π:
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ARB =





CγCα∓ SγSα −CγSα∓ SγCα 0
SγCα± CγSα −SγSα± CγCα 0

0 0 ±1





=





C(α± γ) −S(α± γ) 0
±S(α± γ) −C(α± γ) 0

0 0 ±1





e portanto, fazendoγ = 0, tem-se

α =

{
atan2 (r21, r11) , seβ = 0
− atan2 (r21, r11) , seβ = π

6.4 Ângulos de Euler em Torno de Z-Y-Z

ARB(γ, β, α) = ARB′(γ)B′

RB′′(β)B′′

RB(α) = RZ(γ)RY (β)RZ(α) =

=





Cγ −Sγ 0
Sγ Cγ 0
0 0 1









Cβ 0 Sβ

0 1 0
−Sβ Cβ 0









Cα −Sα 0
Sα Cα 0
0 0 1



 =

=





CγCβCα− SγSα −CγCβSα− SγCα CγSβ

SγCβCα+ CγSα −SγCβSα+ CγCα SγSβ

−SβCα SβSα Cβ



 (19)

SupondoSβ 6= 0:

α = atan2 (r33,−r31)

β = atan2

(

±
√

r2
31 + r2

32, r33

)

(20)

γ = atan2 (r23, r13)

Seβ = 0 ouβ = π:

ARB =





±CγCα− SγSα ∓CγSα− SγCα 0
±SγCα + CγSα ∓SγSα + CγCα 0

0 0 ±1





=





±C(α± γ) ∓S(α± γ) 0
S(α± γ) C(α± γ) 0

0 0 ±1




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e portanto, fazendoγ = 0, tem-se

α =

{
atan2 (−r12, r11) , seβ = 0
− atan2 (r12,−r11) , seβ = π

6.5 Quaternions

Quaternions são uma generalização de números complexos. Assim como um nú-
mero complexo pode ser utilizado para representar uma rotação no plano, um qua-
ternion pode ser utilizado para representar uma rotação no espaço. Um quaternion
é uma entidade vetorial na forma:

Q = q0 + q1i + q2j + q3k, qi ∈ R, i = 0, . . . , 3 (21)

ondeq0 é o componentes escalar deQ e~q = (q1, q2, q3) é o componente vetorial.
É usual também a notação mais compactaQ = (q0, ~q) comq0 ∈ R e~q ∈ R3.

O conjunto dos quaternions,Q possui propriedades semelhantes às proprieda-
des do conjunto dos número complexos. A principal diferençaé com relação a
multiplicação de quaternions que não é comutativa.

As seguintes propriedades dos quaternions podem ser consideradas generali-
zações das propriedades dos números complexos:

1. ii = jj = kk = ijk = −1

2. ij = −ji = k jk = −kj = i ki = −ik = j

3. O conjugado de um quaternionQ = (q0, ~q) é dado porQ∗ = (q0,−~q).

4. O módulo de um quaternion é|Q|2 = QQ∗ = q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3

5. O inverso de um quaternion éQ−1 = Q∗

|Q|2

6. Q = (1, 0) é o elemento identidade para a multiplicação de quaternions

O produto entre dois quaternions pode ser escrito em termos do produto esca-
lar e do produto vetorial entre vetores noR3. SejamQ = (q0, ~q) eP = (p0, ~p), o
produto será

QP = (q0p0 − ~q · ~p, q0~p+ p0~q + ~q × ~p)

Quaternions unitários são um subconjunto de todosQ ∈ Q tais que|Q| =
1. Dada uma matriz de rotaçãoR = [ n s a ], pode-se associar a ela um
quaternion unitário tal que [2]:
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q0 =
1

2

√
nx + sy + az + 1

q1 =
1

2

√

nx − sy − az + 1, com sgn (q1) = sgn (sz − ay)

q2 =
1

2

√

sy − nx − az + 1, com sgn (q2) = sgn (ax − nz)

q3 =
1

2

√
az − nx − sy + 1, com sgn (q3) = sgn (ny − sx)

Por outro lado, um quaternionQ = (q0, ~q), representa uma rotação deθ =
2 acos (q0) em torno do vetor dado por:

ω =

{ ~q
sen (θ/2)

, seθ 6= 0

0 , caso contrário

E a matriz de rotação correspondente, será dada por [1]:

R = eω̂θ =





ω2
1(1 − Cθ) + Cθ ω1ω2(1 − Cθ) − ω3Sθ ω1ω3(1 − Cθ) + ω2Sθ

ω1ω2(1 − Cθ) + ω3Sθ ω2
2(1 − Cθ) + Cθ ω2ω3(1 − Cθ) − ω1Sθ

ω1ω3(1 − Cθ) − ω2Sθ ω2ω3(1 − Cθ) + ω1Sθ ω2
3(1 − Cθ) + Cθ





A principal vantagem dos quaternions sobre as matrizes de rotação é que per-
mitem uma representação que não está sujeita a problemas de singularidades.

7 Exercícios

• A figura 21 apresenta a ferramenta de um robô industrial orientada (sistema
X’ Y’ Z’) em relação ao sistema de referência fixo na base do robô (X, Y,
Z). Para os dois casos mostrados na figura, obtenha as descrições da rotação
da ferramenta em relação à base do robô:

1. utizando matriz de rotação

2. utilizando ângulos deroll, pitch and yay

3. utilizando ângulos de Euler em torno de Z-X-Z

4. utilizando ângulos de Euler em torno de Z-YZ

5. utilzando quaternions
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(a) Sistema X’ Y’ Z’ na flange. (b) Sistema X’ Y’ Z’ na ferramenta.

Figura 21: Robô industrial.

• A posição e orientação de um robô móvel podem ser descritas nosistema
de coordenadas global{X0, Y0, Z0} através da posição e orientação de do
sistema de coordenadas{Xc, Yc, Zc} localizado no centro de massa do robô,
como mostra a figura 22. Por sua vêz, cada roda do robô pode ser descrita
em relação ao sistema{Xc, Yc, Zc} pelos parâmetrosl, α eψ, como mostra
a figura 23.

1. Obtenha a matriz de transformação do sistema{Xc, Yc, Zc} em relação
ao sistema{X0, Y0, Z0}.

2. Obtenha a matriz de transformação do sistema{Xw, Yw, Zw} em rela-
ção ao sistema{Xc, Yc, Zc}.

3. Supondo que a distância entre rodas coaxiais seja de 50cm eque a
distância entre-eixos seja de 1m, determine, utilizando astransforma-
ções homogêneas obtidas acima, a posição da roda frontal esquerda do
robô da figura 22 em relação ao sistema de coordenadas global quando
o robô estiver na posiçãoxc = 3m, yc = 2m e θ = 45◦. Note queXC

aponta para a frente do robô.
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Figura 22: Posição do robô móvel.

Figura 23: Descrição da posição e orientação das rodas.
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