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A modelagem de robés manipuladores é feita através da d@sabs seus
elos e das relacbes entre eles. Para sistematizar a desesitgs relacoes, séo
utilizadas ferramentas de Algebra Linear e Geometria Aoali

1 Descricao de Posicéo e Orientacao

1.1 Descricao de Posicao
A figura 1 mostra um pont®.
ep

Figura 1: PontaP.

Para que se possa localizar este ponto no espago é necesswiderar a
existéncia de um sistema de coordengdés como mostra figura 2, com relacéo
ao qual o ponta” sera localizado. Este sistema de coordenadas é formado por
trés versoregsortonormai$ indicadores das trés dimensdes do espaco fisico.

Deseja-se descrever o pontbem termos do sistema de coordenadlds.
Descrever uma entidade em termos de outra, significa obtettnaproximacao
de uma em funcéo da outra. No presente caso seria obter armaploaimacéo
de P em termos dos versores do sistefrd}. No entanto, esta aproximagéo
envolve entidades de tipos diferentes, ou seja, pontosoeegetParece razoavel
supor que seria mais facil obter tal aproximacéao se as el@$danvolvidas fossem
do mesmo tipo. Observando a figura 3 verifica-se que a pos@@omto” em
relacdo a origem do sisterda } € igual ao comprimento do vetor cuja base esta
na origem do sistem@A} e a ponta esta no pontd. Por conveniéncia, este vetor
é denominadd P, pois representa o ponfd em relagdo ao sisten{al}.

LVersores sdo vetores indicadores de direcao.
2Vetores ortonormais séo vetores ortogonais entre si e catnlmanitario.
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Figura 2: Sistema de coordenadas.

Tem-se entdo, que a descricdo do poftem relacdo ao sistempA} é
feita através da descricdo do vetaP no sistema A}. Esta descricédo € obtida
aproximando-se o vetdYP nas dlregoeé(A, YieZa.

SejaY uma aproximacao qualquer de” na direcéoY,, como mostra a fi-
gura 4. Tem-se entao:

AP=Y +Ey =Y ="P—FEy (1)

ondeFy € o erro cometido na aproximacao.

Obviamente, a melhor aproximac&p, também denominada projecéotie
sobreY,, é tal que o médulo d&y é minimizado, isto &, quandB, é ortogonal
aY,. Considerando-se esta situacdo e tomando-se o produiareseg1) por
Y4, tem-se que

pyéPyYA:AP~?A—Ey~?A:AP~?A

ondepy € o modulo dePy..
De forma semelhante, tem-se que os médulos das aproximsgbesX 4 e
Y, sdo, respectivamente:

Pz = AP ‘XA
b = AP . ZA
como mostra a flgura 5.

Como X4, Y4 e Z4 formam uma base n&3, tem-se que o conjunto das
aproximacdes déP nestas trés diregdes é exatamente iguaPaou seja, o erro
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Figura 3: Vetor! P, associado ao pont®.

cometido na aproximacao é zero. Assim, tem-se que o pemade ser descrito
no sistema de coordenad@s} por

Ap = Py

1.2 Descricao de Orientacéo

Ponto ndo tem orientagdo, pois ndo tem dimenséo, mas frequente € interes-
sante descrever a orientacdo de objetos, planos ou mesmersteg de reta. Para
tanto, sera utilizado o artificio de associar ao objeto terésse um sistema de
coordenadas, de forma que a orientacdo possa ser des@itésatla descricao
dos versores deste sistema de coordenadas, como mostreagbfigu

Assim, a descrig&o de orientagéo pode ser feita descrexsende versores de
{B} em relacéo § A}. Ou seja, a descricdo da orientacao{d& em relagédo
a{A} é dada por'Xp, 1Y e A Z5, que para conscisdo de notacdo podem ser
agrupados em uma matriz:

ARB:[AXB‘AYB‘AZAB}

onde” R € denominada matriz de rotacéo{de} em relagéo §A}.
Por outro lado, as proje¢Oes dg;, Yz e Z sobre o sistema de coordenadas
{A} sdo dadas por:
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Figura 4: Aproximacao déP na direcad’,.

e portanto, a matriz de rotacddz sera:

Xp-Xa Yg-Xa Zp-Xa
ARp = [AXp | Wp |2 Zp ] =| Xp-Ya Y5-Ya Zp-Ya| (2
Xp+Za Yp-Za Zp-Za
Note que os elementos de?z sdo produtos escalares entre os versores dos
sistemaq A} e { B}. Portanto, como versores tem médulo unitario, os elementos
de“ Rp sdo os cossenos dos angulos entre cada um dos versofdg éecada

um dos versores dgB}. Por este motivo, a matri2Rz também é denominada
de matriz de cossenos diretores{de} em relagdo § A}.
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Figura 5: Projecdes d&P nas direcdes( 4, Y € Za.

Por outro lado, a rotag&o inver§&, = “R;' pode ser obtida projetando-se
Xa, Y4 eZ,4 sobre o sistema de coordenadas;, que de (2) é dado por:
Xa-Xp Ya-Xp Za-Xp
BRa=| X4-Ys Yu-Yg Zi-Yg
Xa-Zp Ya-Zp Za-Zp
e portanto, invertendo-se a ordem os produtos escalarga-sleea:
Xp-Xa XYy Xp-Za
PRa= | Yp- Xy Yp-Ya Yp-Zy | ="Rp (3)
Zp-Xa Zp-Ys Zp-Za

A expressao (3) induz a hipétese de que a inversa da matriatagdo seja

igual a sua transposta. Esta hipotese pode ser corrobdradésada observagéo
de que:

AX%“
B A ApTA 9
Ra*Rp = “Rp*Rp= | YL | [*Xs 4Ys Zp ]
AT
ZB
AXEAXB AXEAYB AXEAZB
== AYgAXB AYgAYB AYgAZB
AZgAXB AZgAYB AZgAZB
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Figura 6: Descricédo de orientacao.

Assim, para matrizes de rotacao tem-se:

BRA:ARgleRE

1.3 Descricao de Posicao e Orientacao

A descricao da posicéo e orientacdo de um corpo é feita descte-se o sistema

de coordenadas associado ao corpo através da matriz décaacrelacdo ao

sistema inercial e da posicéo da origem do sistema, comoarefgura 7.
Assim, tem-se que a descricdo do corpo da figura 7 € dada por:

{B} = {ARBuAPBorg}

onde” Pg,,, € 0 vetor que localiza a origem &} em relagdo § A}.

2 Mapeamento entre Sistemas de Coordenadas

Tipicamente em um sistema robaético existirdo diversosisias de coordenadas
associados aos diversos objetos no espaco de trabalho@le anis seus préprios
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Figura 7: Descricdo de posicao e orientacao.

elos. Consequentemente, € comum conhecer-se algum pdnterdsse em rela-
¢cdo a um sistema de coordenadas e desejar conhecer a dedorip@smo ponto
em relacéo a outro sistema de coordenadas. Isto pode seatieivés do mapea-
mento de pontos entre sistemas de coordenadas.

2.1 Mapeamento Envolvendo Apenas Translacéo

Sejam dois sistemas de coordenafld$ e { B} com mesma orientacdo e com
origens néo coincidentes, como mostra a figura 8.

Figura 8: Mapeamento envolvendo apenas translagéo.

Supondo que se conhega a descri¢do de um ponto em relacdteacesiB },
pode-se observar através da figura 8 que a sua descricaoag@orelo sistema
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{A} é dada por

AP = APBorg + BP (4)
onde? Pg,,, € a descri¢do da origem dé&} em relacdo §A}.

2.2 Mapeamento Envolvendo Apenas Rotacéo

Sejam dois sistemas de coordenafld$ e { B} com origens coincidentes e tais

que a orientagdo deB} em relagdo § A} é dada por' Rz, como mostra a fi-
gura 9.

Figura 9: Mapeamento envolvendo apenas rotagao.

Tem-se entdo quéP é dado pela projecdo de” sobre os versores do sistema
{A}, ou seja:

ApX _ BP'BXA:BXA‘BP:BXZ;BP
ApY — BP'BYA:BYA'BP:BYEBP
ApZ — BP'BZAA:BZA'BP:BZAZ;BP

ou ainda
Apx BXA ) ) o
AP: Apy — BYg BP:[BXA BYA BZA:| BP:BRzBP
A

BT
Dz Zy
que pode ser escrito como

AP:ARBBP



2.3 Mapeamento com Translacao e Rotacéao

Quando se tem translacéo e rotagéo entre os sisteAjas { B} envolvidos no
mapeamento, como na figura 10, pode-se imaginar um sistéenaediario{ C'},
alinhado com o sistemigd }, mas com origem coincidente com} de forma que
tem-se

{4y |

A

Figura 10: Mapeamento com translacédo e rotacao.

AP = APy +°P
CP — CRBBP

e considerando qué&Pc,,, = 4 Ps,., € “ Rp = 4 Ry, pode-se escrever

AP - APBorg+CP
CP — ARBBP

ou ainda

AP =4Pgyy + “R5°P (5)

que descreve a posicado do ponto em relacdo ao sisterhaonhecendo-se a
descricdo do ponto no sisteri&} e a descri¢do do sistem#@} em relacdo ao
sistema{ A}.



3 Transformacdo Homogénea

A expresséo (5) permite fazer o mapeamento de pontos de temaisle coorde-

nadas para outro. No entanto, ela ndo é muito pratica, pohemduas operacdes
(uma multiplicacdo e uma soma matriciais). Seria conveaigispor de um ope-

rador tal que permitisse calcular o mapeamento entre sastel® coordenadas
através de uma Unica operacao matricial, ou seja, seri@oimmte escrever (5)
na forma:

Ap=AT,Bp (6)
onde” T é o operador que faz o mapeamento de pontos do sist@&hgara o
sistema{ A}.
A expresséo (5) pode ser escrita na forma (6) fazendo-se:

AP1 [ “Rp|*Psoy | [ BP
T | | Os| 1 1

~~

vetor em matriz de
coordenadas  transformac&o
homogéneas homogénea

A matriz de transformac&o homogénea pode ser particiomadpiatro cam-
pos:

rotagéo | translagéo
perspectiva escala

Os campos de rotacao e translacdo sao utilizados para viEsareotacao
e a translacdo envolvidas no mapeamento. O campo de eschliaa&lo para
representar diferencas de escala entre os sistemas e o ceng®yspectiva €
utilizado para representar a diferenca de perspectiva entsistemas. Estes dois
altimos campos sdo comumente utilizados quanto a tranaftfiomhomogénea
é utilizada no contexto de visdo computacional, processande imagens ou
computacéo grafica. Em robotica normalmente estes campasias 0s valores
de operador nulo para as respectivas operacoes, ollsgjpara perspectiva e
para escala.

4 Operadores

Operadores movem pontos ou vetores no espaco. Esta mosigéerpode ser
translacdo, rotacdo ou ambas. E importante perceber que@sa esté fazendo
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um mapeamento de um ponto existem dois sistemas de cooedeaaeblvidos,
enguanto que ao se aplicar um operador a um ponto, apenastemaide coor-
denadas est& envolvido na operacao.

4.1 Operador de Translacao

Seja um pontd' P, e um vetor?). O operador de translagdo este ponto de um
deslocamento finito ao longo da direc&o do vetor, obtendovseovo pontd' P,
deslocado em relacdo’a;, como mostra a figura 11.

{A} ]

Figura 11: Operacéo de translacao.
Através da figura verifica-se que

P =P +1Q (7)

Esta operacédo pode ser representado na forma matricial como

APz = D(C])Apl (8)

ondeq é a amplitude da translag&o ao longo do vétQre

1 0 0 g
010
D(q) = 001§j
00 0 1

sendoy,, ¢, € ¢, S840 0s componentes da translagéo nas direliﬁe?A, Za.

As expressoes (7) e (8) sao semelhantes as expressdes)(4aegBtanto, nas
expressodes obtidas na secédo 2 haviam dois sistemas de reaadesnvolvidos,
enquanto aqui existe apenas um sistema de coordenadas.
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4.2 Operador de Rotacéo

O operador de rotacdo roda um port, de um anguld@ em torno de um vetor
4@ para gerar um outro pontaP,, como mostrado na figura 12.

{A} | WA A

Figura 12: Operacao de rotacao.

Usualmente, ao invés de rotagdo em torno de vetores aitétréonsidera-se
rotacBes em torno dos versores do proprio sistema de caatdende forma que
uma rotagéo dé em torno de um vetor arbitrério é substituida por uma rotdedo
« em torno deX, uma rotacdo dé em torno dei” e uma rotacéo de em torno
de Z. A figura 13 mostra uma rotacdo em torno‘de.

AZA
AP2
{A} “
APl
@® -
X4 Ya

Figura 13: Operacao de rotacdo de um anguémn torno de' X.

A expressao que descreve esta operacao de rotacédo podadenobando-se
que P, é igual a®P,, sendo{ B} um sistema de coordenadas que sofreu uma
rotacédo dex em torno de* X, como mostra a figura 14.

Assim, tem-se

Ap, =ATsB P, = ATp P,
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Figura 14: Sistema de coordenadas auxiliar par obtencapetagio de rotacao.

1 0 0 0
onde’Ty = 8 ersl(; _C(S):r;a 8 é o operador que rotaciorfaP, em
0 0 0 1

torno de* X para obter-§éP2. Para tornar este fato evidente, define-se o operador
de rotacdo em torno d€ como:

1 0 0 0
0 cosaa —sena 0O
Rx(a) = 0 sena cosa O
0 0 0 1

€ portanto

AP2 = Rx(a)APl

Analogamente, pode-se obter os operadores que realizagbest em torno
deY eZ:

cosf 0 senf 0]
0 1 0 0
Ry(B)=| _ sen 3 0 cosfB O
i 0 0 0 I
[ cosy —seny 0 0]
sen cosy 0 0
| 0 0 0 1]
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4.3 Operador de Transformacéao

O operador de transformacao realiza translacdo e rotacdmgmnto” P, para
transforma-lo em um pontbP,, deslocado e rotacionado em relag&d, como
mostra a figura 15.

AZA AP2
«
’I / AP3
I /
AP f ,/
{4) 1 [
/
1y
v
Q
@/ -
Xa Ya

Figura 15: Operacéo de translacao.

Na figura 15 a transformacéo realizada € um deslocamentd @a uma
rotacdo den em torno de’ X, ou seja o pontd' P, é deslocado e obtém-se o
ponto” P; = D(q)* P, e a seguir o pontd P; é rotacionado de em torno de' X
para obter-sé P,. Assim tem-se:

AP2 = Rx(a)AP;J, = RX(Oz)D(q)APl

Note que como rotagéo e translacdo séo operacodes indepesideresultado
seria 0 mesmo se a ordem das operacOes fosse invertida. Adeo) do caso
geral tem-se rotacdes em torno EeY e 7, de forma que em geral, tem-se

4Py = Rz(v)Ry (B)Rx () D(q)" P, (9)
ou, para simplificar a notagao

AP2 = T(q7a767ry>AP1

ondeT(q,a, 5,7v) = Rz(v)Ry(8)Rx(a)D(q) é o operador de transformacgéo
gue desloca e rotaciona o ponto em torno dos trés versoresteima de coorde-
nadas.

Em geral, a ordem em que sao feitas as rotacdes e deslocanadtet@ o
resultado final, mas em (9), a ordem né&o € importante poixos em torno dos
quais sao feitas as rotacdes sao fixos e ortogonais.
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5 Aritmética de Transformacoes

5.1 Transformacdes Compostas

Sejam trés sistemas de coordenaflds, { B} e {C'}, com transformacdes en-
tre eles conhecidas e um ponto cuja descric&é conhecida, como mostra a
figura 16.

Figura 16: Transformacdes Compostas.

Pode-se determindrP por:
AP — ATBBP
e por sua véz
BP _ BTCCP
e portanto
AP — ATBBTCCP — ATCCP

E importante notar que neste caso a ordem das transformagdesrtante e
que a ordem de execucao das transformacdes € da direta Eyaeada. Obvi-
amente, a composicao de transformacdes pode ser gendaghaea um numero
arbitrario de transformacdes.
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5.2 Inversao da Transformacéao

Dado“7}, deseja-se obtéiT, = AT,
A transformacao pode ser invertida de diversas formas:

inversao aritmética: |
T7' = — cof (T) r
T

Grande numero de calculos

Complicado se a dimenséao for maior do que 4

Pouco adequado para implementacdo computacional

Arredondamentos e truncamentos podem destruir a estadumetriz

inversdo numérica: Métodos da triangulacéo, eliminacdo de Gauss, GausstSeide
etc.
e Adequado para qualgquer dimenséo
e Arredondamentos e truncamentos podem destruir a estddauretriz
e Adequados para implementacdo computacional

inversao utilizando a estrutura da matriz: Explora a estrutura particular da ma-
triz de transformacéo homogénea.

e Baixo nimero de operacdes
e Preserva a estrutura da matriz
e Facil de ser calculada manualmente e computacionalmente

ATB — [ ARB APBorg ]
L 01><3 1 ]
BTA — [ BRA BPAorg ]
| O1x3 ]

Ja foi visto anteriormente quél’y, = AR%. Resta portanto determinar
B Py, a partir detTp.
Tem-se que a origem do sistefi@} descrita no sistemgB} €0, ou seja

BPBorg =0
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Mas, sabe-se que

Py ="Ry*Ps + 1P207”g

Portanto, fazendd = B, 2 = Ae3 = B,,, tem-se

BPBorg = BRAAPBorg + BPAorg =0

logo

Assim,

5.3 Equacbes com Transformacodes

Sejam cinco sistemas de coorde®ads, {B}, {C}, {D} e {E}, dispostos arbi-
trariamente como mostrado na figura 17.
O sistema de coordenadfB }, pode ser expresso em relacdo ao sisteAla
como:
ATp = ATE"T) (10)

ou

ATy = TP T T (11)

Igualando-se (10) e (11), obtém-se uma equacéo com tramesfoes:

AT Ty = TP T Ty (12)
Através de (12) pode-se calcular qualquer uma das tranafdes em funcéo
das demais. Por exempld] pode ser calculada como:
BTC — ATglATEETDCTBI (13)

E importante perceber qud; esta pré-multiplicando no lado direito de (12 e
que portantoT;' deve estar pré-multiplicando em (13). De forma semelhante,
“Tp esta pés-multiplicando em (12) e portafitf,' deve estar pds-multiplicando
em (13.
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Figura 17: Sistemas de coordenadas arbitrarios.

As setas na figura 17 indicam a definicdo de um sistema em oedagétro
e podem ser utilizadas para obter-se diretamente equag¢éndéormacao. Para
tanto, parte-se da origem do sistema tomado como refengai@a transformacao
desejada{(B}, no exemplo) e percorre-se o diagrama até chegar-se a odgem
sistema desejadq ('}), incluindo na equacao a transformag&o correspondente a
cada seta percorrida. Quando o diagrama € percorrido ndseohtrario a seta,
a transformacéo correspondente é incluida invertida neessgo.

Considere um robd trabalhando em uma determinada operagaiokdand-
place como mostrado na figura 18. Suponha ainda, que se conheeguastes
transformacdes:

¢ da ferramenta para o punho do roBa
¢ da bancada para a base do rob@

e da peca para a bancaddy.

Deseja-se calcular a transformacdo do punho para a base@d’iq,, para
que a ferramenta esteja na origem do sistema de coordersstasaao a peca.
Ou, seja, deseja-se:

18
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Figura 18: Operacéo deck-and-place

Base frame

Bp. = BT,

T

ja que para que a ferramenta esteja na origem do sistema ikenadas da peca,
a transformacab7y = 1.

Por outro lado, tem-se:

PTr = Py Ty

e
BT, =BT T,
logo
BTWVVTT — BTSSTG
e portanto
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BTW _ BTSSTGWTEI

6 Outras Descri¢cdes de Orientacao

6.1 Angulos deRoll-Pitch-Yaw

Ao invés de representar a orientacao pela matriz de rotpode;se representar a
orientacéo de um sistery@} em relagcdo a um sisterjal } através dos utilizar os
angulos de rotacdo em torno de, Y, e Z4, como mostrado na figura 19. Estes
angulos sédo conhecidos como angulosatlepitch-yaw, ou angulos de rolamento,
arfagem e guinada.

Xp

Figura 19: Angulos deoll-pitch-yaw.

Assim, tem-se:

ARp(a, B,7) = Rz (7) Ry (B)Rx(cx)

[ Cy =Sy 0 cp 0 SB 1 0 0
=Sy Cy O 0O 1 0 0 Ca —Sa | =
0 0 1 -Sp 0 Cp 0 Sa Ca

[ CyCpB CvSBSa — SyCa CySBCa+ SySa
= | SvCpB SvSpBSa+ CvCa SySECa — CySa
-Sp CBSa CBCa

(14)
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O problema de obter-se, 3 ey a partir de uma matriZ2 R conhecida tam-
bém é frequentemente de interesse. A matfz pode ser escrita como:

11 T2 T3
ARB = | T21 T22 T23
31 T32 T33
SupondaC'3 # 0, pode-se obtet, (5 ey atraves de:

o = atan2 (7’32, 7’33)
6 = atan2 (—7'31, +4/73, + r§3) (15)
Y= atan2 (7’21,7’11)

Note que exitem duas solug¢des para Por convencédo, neste problema de
conversdo de RPY para matriz de rotacdo, sempre selecooaralor deg tal
que—Z <3 <E.

Sep = +Z, asolugao (16) degenera, pois neste caso tem-se

0 +C~ySa— SvCa +C~yCa+ SySa
AR = 0 +SvSa+CyCa +£5vCa— CySa
F1 0 0

0 *S(aFv) ClaF9)

= | 0 £C(aFy) -SlaF9)
F1 0 0

e soO e possivel determinar a diferencaxdey se3 = +7 ou a soma de ey se
B = —7%. Assim, tem-se:

a7y = atan?2 (7’12,7’22)

Neste caso, € usual arbitrar-se- 0 e calcularx:

s
2

, Sef
— atan2 (7“12, 7’22) , Seﬁ

{ atan2 (7’12, 7’22)
o =

o[

6.2 Angulos de Euler em Torno de Z-Y-X

Neste caso, tem-se:

1

ARp(v,8,a) = *Rp/(7)% Rpr(B)® Rpw(a) = Rz(v) Ry (B)Rx(c)  (16)
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Xp Xz

Figura 20: Angulos de Euler em torno de Z-Y-X.

que é equivalente a (14). Portanto, os angulos de Euler amo tle Z-Y-X sdo

equivalentes aos angulos adi-pitch-yaw.

6.3 Angulos de Euler em Torno de Z-X-Z

ARp(v,8,a) = *Rp/(7)? Rpr(8)" Rp(a) = Rz(7)Rx(B)Rz(c) =

[ Cy —Sv 0 1 0 0 Ca —Sa 0
=Sy Cy 0 0 Cp —=Sp Sa Ca 0
0 0 1 0 S3 CB o 0 1

[ CvCa — SyvCBSa —CySa — SyCpCa  SySpB
= | S7Ca+ CyCESa —SySa+ CvCpECa —C~Sp
SpSa SpCa Cpg

SupondaS3 # 0:

o = atan2 (7’31, T32)
g = atan2 <i\/r§1 + 1y, rgg)
yo= atan2 (7’13, —7’33)

Sef=00upg =m:

22
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AR = SvCa+ CySa —SySa+CyCa 0
0 0 +1

[ Cla+y) —S(atxn) 0]

[ CvCaF SvSa —CySaF SyCa 0 ]

= | £S(aty) —Clat~y) 0
0 0 +1

e portanto, fazende = 0, tem-se

| atan2 (rgy,711) ,se3 =0
| —atan2 (ro,7m11) ,S€f =

6.4 Angulos de Euler em Torno de Z-Y-Z

ARp(y,B,0) = *Rp/(7)” Rpr ()" Rp(ar) = Rz(v) Ry (B)Rz(a) =

[ Cy =Sy 0 cpg 0 Sp Ca —Sa 0
=Sy Cvy O 0 1 0 Sa Ca 0| =
| 0 0 1 =S Cp 0 0 0 1
[ CvCBCa — SySa —CyCPBSa — SyCa CvSf
= | SvCpCa+ CySa —SyCpESa+ CyCa SvSp3 (29)
—SpCa SpBSa Cp
SupondaSs # 0:
o = atan? (7’33, —7’31)
8 = atan2 (:l:\/?“%l + ng, 7“33) (20)
Y= atan2 (7’23, 7"13)

Sef=00upg=m:

[ £CyCa — SySa FC~ySa — SyCa 0
AR = +57Ca+ CySa FSvSa+ CyCa 0
0 0 +1

::I:C'(oz:lzy) FS(aty) 0
= Slaty) Claty) 0
0 0 +1
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e portanto, fazende = 0, tem-se

atan2 (—7“12,7’11) , Seﬁ =0
o =
— atan2 (12, —7r11) ,Sef=m

6.5 Quaternions

Quaternions sdo uma generalizacado de nimeros complexsisa A&emo um nu-
mero complexo pode ser utilizado para representar umaaotagplano, um qua-
ternion pode ser utilizado para representar uma rotacaspage. Um quaternion
€ uma entidade vetorial na forma:

QIQO+Qli+QQj+Q3k> QZ€R7Z:0773 (21)

ondeq, é o componentes escalar@ee ¢ = (¢1, g2, g3) € 0 componente vetorial.
E usual também a notag&o mais compagta (qo, §) comg, € Req € R®.

O conjunto dos quaternion®, possui propriedades semelhantes as proprieda-
des do conjunto dos niumero complexos. A principal diferencam relacao a
multiplicac@o de quaternions que ndo € comutativa.

As seguintes propriedades dos quaternions podem ser ecadasd generali-
zacoes das propriedades dos numeros complexos:

Lii=jj =kk = ijk = —1
ij=—ji=k jk=-kj=i ki=—ik =]

1
2
3. O conjugado de um quaterniéh= (g, ¢) € dado poR* = (g, —q)-
4. O médulo de um quaternion@]?> = QQ* = ¢ + ¢ + ¢ + ¢3

5

. Oinverso de um quaterniong ! = ‘g_‘*;

6. @ = (1,0) é o elemento identidade para a multiplicagdo de quaternions
O produto entre dois quaternions pode ser escrito em termpsodiuto esca-

lar e do produto vetorial entre vetoresRé. SejamQ = (¢, 7) € P = (po, p), O
produto sera

QP = (qopo — ¢+ P, QP + pod + ¢ X P)

Quaternions unitarios sdo um subconjunto de tados Q tais que|Q| =
1. Dada uma matriz de rotacd® = [ n s a |, pode-se associar a ela um
quaternion unitario tal que [2]:
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1
Qo = 5\/nx+sy+az+1

1
1

G = 5\/531 —ng —a. + 1, com sgn (g) = sgn (ay — ns)
1

Por outro lado, um quaternia® = (qo, ¢), representa uma rotagao de=
2 acos (qp) em torno do vetor dado por:

w = scnq(9/2) , sed 7& 0
0 , caso contrario

E a matriz de rotac&o correspondente, sera dada por [1]:

) wi1=CO)+CO  wiwa(l — CO) — w380 wiws(1 — CH) + weSH
R=e" = | wwy(1 —CH) +w3SH w31 —COH+CH  wyws(l —CH) — w1 S0
wiwz(1 — CO) — we SO wows(1 — CO) + w1 SO wi(1 —CH) + Co

A principal vantagem dos quaternions sobre as matrizestdedwo é que per-
mitem uma representacao que ndo esta sujeita a problemiagdiasdades.

7 Exercicios

e Afigura 21 apresenta a ferramenta de um robd industrial aden(sistema
XY’ Z') em relagéo ao sistema de referéncia fixo na base dé g Y,
Z). Para os dois casos mostrados na figura, obtenha as éesalig rotacao
da ferramenta em relacéo a base do rob6:

utizando matriz de rotacao

utilizando angulos dmll, pitch and yay
utilizando angulos de Euler em torno de Z-X-Z
utilizando angulos de Euler em torno de Z-YZ

a bk wbnh e

utilzando quaternions
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(a) Sistema X' Y’ Z’' na flange. (b) Sistema X' Y’ Z' na ferramenta.

Figura 21: Rob6 industrial.

e A posicao e orientagdo de um robd movel podem ser descritastema
de coordenadas globé&X, Yy, Z,} através da posicao e orientagédo de do
sistema de coordenadf¥ ., Y., Z.} localizado no centro de massa do robd,
como mostra a figura 22. Por sua véz, cada roda do rob6 podeswitd
em relacdo ao sister{&,, Y, Z.} pelos parametrads « ey, como mostra
a figura 23.

1. Obtenha a matriz de transformacéo do sistéemaY,, Z.} emrelacdo
ao sistemd Xy, Yy, Z}.

2. Obtenha a matriz de transformacé&o do sistéXa Y,,, Z,,} em rela-
¢ao ao sisteméX., Y., Z.}.

3. Supondo que a distancia entre rodas coaxiais seja de 5@pra a
distancia entre-eixos seja de 1m, determine, utilizandoaasforma-
cOes homogéneas obtidas acima, a posicao da roda front@rdaglo
robd da figura 22 em relacéo ao sistema de coordenadas gizvaiq
o robd estiver na posicag. = 3m, y. = 2m e = 45°. Note queX
aponta para a frente do robé.
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Figura 22: Posicao do robd movel.

Figura 23: Descri¢do da posicao e orientacao das rodas.
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