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Enquadramento e objectivos da disciplina

A designagdo robédtica industrial surge do estudo dos manipuladores robdticos que sdo usualmente
conhecidos por robots industriais. A disciplina tem como principal objectivo o de dar formacio sobre os
principios da manipulac¢do robética e a sua fundamentagdo matematica. Desse modo, ndo se aborda uma
linguagem particular para a programacio de robots industriais, mas espera-se que, no final, um aluno com
aproveitamento e com conhecimentos rudimentares de programacio, consiga aprender e compreender uma
qualquer linguagem para programar manipuladores.

A disciplina enquadra-se no periodo final de uma licenciatura com afinidade a automacéo, e
pressupde bons conhecimentos de algebra e das grandezas e conceitos de mecanica, bem como uma razoavel
capacidade de lidar com objectos no espaco a trés dimensdes.

Antes de entrar no ponto central do programa, que sdo a cinemdtica directa, inversa e diferencial, é
dado um certo destaque a sistemas de coordenadas e transformagdes geométricas para permitir uma
progressao mais sélida pelo programa dentro.

Em detrimento da estatica e dinamica de manipuladores, que se reconhece ser de importancia muito
relevante, nomeadamente para o controlo, projecto e concep¢do de bragos robéticos, optou-se por fazer uma
introducdo a visdo por computador pelo facto de tal area se apresentar como das mais importantes na
robética industrial actual. Igualmente consequéncia desse cuidado é a relativamente pequena dimensio da
atencio dada ao planeamento de trajectéria. Todavia, os fundamentos e métodos principais estéo
contemplados e assegurados.

Na componente pratica os alunos trabalhardo em MatLab que se revela uma ferramenta
perfeitamente indicada para estas matérias onde a manipulacio de vectores e matrizes é, a modo de dizer,

obrigatoria.
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Robotics: Control, Sensing, Vision, and Intelligence — K. Fu, R. Gonzalez, C. Lee, McGraw-Hill, 1987.
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Mechanics and Control of Robots — K. Gupta, Springer Verlag, 1997.
Industrial Robotics Handbook - V. Hunt, Industrial Press Inc., 1983.

Nota

Este documento nao substitui a bibliografia. Trata-se de resumos, de caracter nao totalmente

completo e, por vezes, de densidade variavel na abordagem dos diversos assuntos.
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1. Introducao

1.1 Origem do termo 'robot'

Em portugués ha o termo alternativo "robd". O termo eslavo Robota significa trabalhos forgados ou
escravos, e teve a sua divulgacio numa peca de 1921 de Karel Capek.

Numa evolugdo do mito passando pelo sonho de Capek (entre outros) até a ficgio dos tempos
correntes, o conceito de robot ou servo do homem tem ocupado a mentalidade do ser humano. Um exemplo
contemporaneo dessa realidade foi dado pelo grande contributo de Isaac Asimov, que chegou a definir as
Leis da Robética por volta de 1950:

12 Lei: Um robot ndo pode maltratar um ser humano, ou pela sua passividade deixar
que um ser humano seja maltratado.

22 Lei: Um robot deve obedecer as ordens dadas por um ser humano, excepto se
entrarem em conflito com a 12 lei.

32 Lei: Um robot deve proteger a sua propria existéncia desde que essa protecgdo nao

entre em conflito com a 12 ou 22 lei.

1.2 Algumas defini¢ées de Robot e Robética

Texto da FAQ comp.robotics
"Dispositivos electromecanicos pré-programaveis para execugdo de uma variedade de
fungbes."

Dicionario Webster:
"Dispositivo automatico que executa fun¢des normalmente atribuidas a humanos ou uma
maégquina com a forma de um humano."

ESHED Robotics, 1984
"Um robot é um brago mecéanico; um manipulador concebido para levar a cabo muitas
tarefas diferentes, e capaz de ser programado sucessivamente. Para levar a cabo as
tarefas atribuidas, o robot move componentes, objectos, ferramentas e outros
dispositivos especiais por meio de movimentos e pontos pre-programados.”

Em 1986, P. McKerrow propés para robot a seguinte definigéo:
"Um robot € uma méaquina que pode ser programada para fazer uma variedade de
tarefas, do mesmo modo que um computador é um circuito electrénico que pode ser
programado para fazer uma variedade de tarefas."

McKerrow
"Robdtica é a disciplina que envolve: a) o projecto, constru¢éo, controlo e programacéo
de robots; b) o uso de robots para resolver problemas; c) o estudo dos processos de
controlo, sensores e algoritmos usados em humanos, animais e maquinas, €; d) a
aplicacdo destes processos de controlo e destes algoritmos para o projecto de robots."

The Robot Institute of America
“Um robot é manipulador multi-funcional, programavel, projectado para mover materiais,
componentes, ferramentas ou dispositivos especiais através de movimentos
programaveis variaveis para a execugdo de uma variedade de tarefas.”

Standard International ISO 8373:1994(E/F) :
“Manipulating industrial robot: Automatically controlled, reprogrammable multipurpose
manipulator programmable in three or more axes, which may be either fixed to place or
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de robots,

mobile, of use in industrial automation applications. The robot includes - the manipulator
- the control system (hardware and software)”

Usualmente o termo Robética emprega-se para indicar a disciplina associada ao uso e programacio

dispositivos robdticos.

e a expressdo Engenharia Robdtica é mais especifico e refere-se a construc¢io de robots e

Nem todos os sistemas automaticos sido robots; os sistemas automaticos de fungées fixas, como alguns

brinquedos com mobilidade ou mesmo uma maquina de Comando Numérico ndo sio consideradas robots.

Para ter esse estatuto, devera o dispositivo ter uma capacidade de programacio e, mais ainda, de alguma

adaptacdo ao problema pratico. Claramente, um robot pressupfe um sistema que interage fisicamente pelo

movimento de certas componentes mecanicas.

1.3

1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.34

1.4

Classificacéo de robots

Geragdes (cronologicamente)

1*-Robots executores (playback) - repetem uma sequéncia de instrucdes pré-gravada como a
pintura ou soldadura.

2°-Robots controlados por sensores - possuem malhas fechadas de realimentagio sensorial.
Tomam decisdes com base nos sensores.

3%-Robots controlados por visdo - a malha fechada de controlo inclui um sistema de visdo
(imagem que é processada)

4*-Robots com controlo adaptativo - o robot pode reprogramar as suas acgdes com base nos seus
sensores.

5%-Robots com inteligéncia artificial - usa técnicas de inteligéncia artificial para tomar as suas
decisdes e até resolver problemas.

Nivel de inteligéncia do controlador (pela JIRSA)

Dispositivos manuais - operados por pessoas

Robots de sequéncias fixas

Robots de sequéncias varidveis - onde o operador pode mudar a sequéncia com facilidade.

Robots executores (playback) - onde o operador humano guia o robot a executar uma tarefa
fixa.

Robots controlados numericamente - o operador fornece apenas o programa do movimento, em
vez de o ensinar manualmente

Robots inteligentes - percebem e interagem com altera¢bes no ambiente.

Nivel de controlo dos programas no controlador

Inteligéncia artificial - instrugdes de alto nivel que serdo decompostas pelo sistema em fungdes
de mais baixo nivel.

Modo de controlo - os movimentos do sistema sdo modelizados incluindo as interacgées
dindmicas entre os diferentes mecanismos. As trajectérias sdo planeadas a partida,
bem como os pontos de contacto com os elementos a trabalhar (manipular). Deste
modelo é formulada uma estratégia e os comandos de controlo sdo enviados para
préximo nivel mais baixo.

Servo-sistema - os actuadores controlam os parametros do dispositivo usando os dados
sensoriais nas malhas de controlo.

Linguagem de programagéo

Sistema guiados - O operador indica os movimentos que o robot deve fazer

Programacéo ao nivel do robot - O utilizador escreve um programa a especificar as sequéncias
de movimentos que o robot tera de executar.

Programacio ao nivel de tarefa - o programador especifica apenas as acgdes a tomar sobre os
objectos que o robot manipulara.

Alguns marcos na histéria da robética

1801 — J. Jacquard inventou um tear programavel
1959 — Primeiro robot comercial introduzido pela Planet Corporation. Era controlado por fins-
de-curso e excéntricos

Introducéo
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1960 — Primeiro robot “Unimate”. Principios de controlo numérico e actuadores hidraulicos.
No ano seguinte foi instalado na Ford.

1968 — Um robot movel desenvolvido no Stanford Research Institute: “Shakey”. Camara de
video e sensores de contacto.

1971 — O brago de Stanford desenvolvido pela Universidade de Stanford com actuacio
eléctrica.

1973 — Primeira linguagem de programacido de robots: WAVE seguida em 1974 pela
linguagem AL. As duas deram lugar mais tarde ao aparecimento da VAL, linguagem
comercial da Unimation

1978 — PUMA introduzido pela Unimation

1979 — SCARA desenvolvido na Univerisdade de Yamanashi com introdugéo comercial em
1981.

1981 — Robot com actuacdo directa (“direct drive”) desenvolvido na CMU

1983 — Projecto para uma linha flexivel de montagem automatizada com o uso de robots.

1997 — A Honda anuncia o primeiro robot humandide que sobe escadas.

1.5 Os manipuladores robéticos

1.5.1 Robética fixa versus robética mével

As trés categorias principais de robots sdo
-Os manipuladores - robots industriais
-Os veiculos auto-guiados (AGV)
-Os robots méveis

As principais diferencas entre estas categorias incidem nos seguintes pontos:
-Conhecimento continuo da posi¢éo (verdade nos bragos),
-Aplicagdes distintas (manipulacéo e transporte),
-Necessidade de percepgao do ambiente (crucial nos méveis),
-tipo de programacao usada (normalmente mais exigente nos robot maoveis).

1.5.2 Elementos principais de um manipulador (ou robot industrial)

1.5.2.1 Braco e punho (arm-wrist)

O braco é a parte do manipulador que estd normalmente associada ao posicionamento (%, y, z) no
espaco fisico cartesiano, ou operacional. O punho afecta essencialmente a orientacio (0,4,y) da garra, pinca
ou outros end-effector.

Todavia, é muito comum que haja efeitos cruzados — o brago afectar também a orientacido e o punho
afectar a posigdo cartesiana Estes componentes de um manipulador sdo constituidos por partes rigidas, os

elos (/inks), ligadas entre si pelas juntas (joints)

Figura 1.1 - Elos e junta de um manipulador

1.5.2.2 O controlador

Unidade capaz de gerar informacio de activacdo de um ou mais actuadores com base num algoritmo

de controlo. Esse algoritmo pode levar em linha de conta o comando desejado, o estado corrente do actuador,
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e o préprio ambiente. Os algoritmos mais comuns recorrem ao chamado controlo PID (proporcional-integral-
diferencial).

Quando nio existente em separado, o controlador chega a incluir a unidade de poténcia, ou seja, o
elemento que liga directamente ao actuador fornecendo-lhe a energia que necessita com base numa
informacao de baixo teor energético, como sdo os sinais eléctricos a saida de muitos controladores.

Por vezes, o controlador faz parte de um sistema maior de interligagdo com o utilizador exterior, como
é o0 caso de um computador pessoal. Nestes casos o controlador pode assumir a forma de uma carta de
expansao do préprio computador, ou ser um dispositivo exterior que comunica com o computador de uma
forma padréo, como por exemplo, uma ligacdo série RS232.

Esta integracdo num computador, devido ao abundante numero de ferramentas de interface
disponiveis, permite mais facilmente especificar os comandos desejados para o controlador, ou até de os

gerar de forma automaética, como fazem muitos programas (software).
1.5.2.3 Actuadores

Dispositivos que geram e impdem movimento a uma qualquer parte mecanica pelo desenvolvimento
de forcas e bindrios baseada num principio fisico de conversdo de energia. Podem ser, por exemplo, motores
eléctricos, cilindros hidraulicos, ou pneumadticos, electro-imanes, etc. Tém muitas vezes associados elementos

adicionais de transmissdo mecanica. Fazem a actuagao
1.5.2.4 Sensores

Elementos destinados a medicdo do estado interno do manipulador bem como a percepcdo do
ambiente exterior. Principais tipos de sensores usados num manipulador: codificadores, fins-de-curso,

sensores de forca, detectores de proximidade capacitivos e indutivos, etc. Fazem a percepgao.

Fonte de
il energia para
desejado giap
0s actuadores
S \
: v v I
| Controlador Unidade de poténcia !
. . . | Actuador
| | (decide que medida de| (fornece energia ao
= > (gera deslocamento
actuacao deve ser actuador com base nas | » .
- | linear ou rotacional)
imposta) ordens do controlador) |
|

Figura 1.2 - Um sistema de controlo tradicional

1.6 O robot e a automacao

1.6.1 Tipos de automacéo

A automacio pode ser de dois tipos fundamentais: rigida e flexivel (programada)
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Figura 1.3 - Automagio rigida

ROBOT

CONVEYOR A

BOWL FEEDER

Figura 1.4 - Automagio flexivel

Rigida — cada componente do sistema tem
sempre a mesma fun¢do ou conjunto limitado de
fungdes sem possibilidade de alteracdo de modo

simples, obrigando a existéncia de vérios

componentes por vezes afins

Flexivel- a multiplicidade de componentes
da automagcao rigida é reduzida pelo introdugéo de

um sistema mais versatil: caso dos manipuladores

1.6.2 Aplicagdes tradicionais dos manipuladores

industriais

As aplicagdes tradicionais mais importantes sio as seguintes: manipulagdo de materiais, soldadura

(spot welding), pintura a spray. HA muitos construtores de robots manipuladores no mundo actual: alguns

exemplos mais importantes de construtores e marcas sdo: ABB, KUKA , STAUBLI, ADEPT, PUMA, ...

SUPPLY OF:
WELDING WIRE
ELECTRIC CURRENT
& GAS

UNPAINTED

PARTS
~

OUTLET

Pintura a spray

Soldadura a arco

Acabamento - polimento de
superficie

Figura 1.5 - Algumas aplicacées

1.7 Importancia do robot industrial

industriais de manipuladores

O robot industrial vé a sua importancia surgir a varios niveis:

e Técnica: Vantagem e versatilidade
L]
L]

distintos.

Humana: Tarefas pesadas ou desagradaveis para humanos

Econémica: Um mesmo equipamento pode ter multiplas func¢des e substituir varios equipamentos
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A atestar a importédncia do robot industrial vém os numeros expressos nos graficos das figuras
seguintes que mostram como o parque robdético mundial tem evoluido muito nos ultimos 10 anos na

industria (Fonte: Revista Robética 1999)

150000 |

100000
50000
0
1990 1961 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 1990 1801 1992 1993 1004 1995 1006 1997 1808 1009
Ano , Ano

Figura 1.6 - Nimero de robots vendidos por ano e nimero estimado de robots industriais em servigo.

300
e M
OCoreia
100
0
g1 82 83 84 85 86 BT 88 89 90 91 92 93 94 95
ANo
70
60 | msuécla
ﬁ Clitslia
Alemanha
a0 o
20
10

81 B2 B3 B4 85 66 BT 68 B9 90 ©1 B2 93 B4 B85
- Ano

=888

81 82 63 84 85 B6 87 B8 89 90 91 92 03 B4 05
Ano

B1 82 83 B4 85 66 BY 50 80 00 01 82 03 B4 05

Ano

Figura 1.7 - Ndimero de robots por 10 000 trabalhadores na inddstria
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2. Estrutura e Tipologia de Manipuladores

2.1 Componentes

2.1.1 Braco mecénico

O braco mecanico é constituido por juntas e elos (joints and links). Os elos sdo usualmente blocos
alongados rigidos, e sdo ligados uns aos outros através das juntas. Os elos podem variar a sua posi¢io
relativa e estdo normalmente associados em série. Existem variadissimas combinacées de elos e juntas de

acordo com as aplicagoes, e que mais adiante se descreverao os tipos mais comuns.
2.1.2 Ponta ou Garra (End-effector)

Componente ligado a extremidade do brago, isto é, ligado ao dltimo elo do manipulador, e que tem
funcdes adicionais (agarrar ou prender um objecto, ou ainda um dispositivo com funcdes adicionais mais

especificas). A ponta ou end-effector pode ser do tipo garra (gripper) ou uma ferramenta (¢ool).
2.1.2.1 Garras

As garras de preensdo mecanica (pinga) sdo bastante comuns e eis de seguida alguns exemplos:

o Raobot interface

e

Figura 2.1 - Alguns principios e tipologias de garras
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De notar o tipo de for¢as/movimentos aplicados e os resultados nas diversas situagdes. Saliente-se a
garra do topo direito que pode servir para agarrar objectos de dimensio varidvel gragas a sua mola. Ou
ainda, a garra na ultima ilustracfo, na regido inferior direita, cujos dedos (pincas) de deslocam de forma
perfeitamente linear.

Além das garras do tipo pinga ha ainda aquelas de funcionamento baseado em:

e Vacuo

e Magnética

e Adesivos

e Ou outros tipos dos quais se destacam as maos antropomorficas

Figura 2.2 - Méo (garra) antropomérfica

2.1.2.2 Ferramentas

Nas ferramentas a variedade é muito grande mas as principais incluem as seguintes:
e Soldadura
e Corte jacto de agua

e Furador, polidor, etc.
2.1.3 Actuadores

Os componentes que utilizam uma fonte de energia para fazer mover as juntas; sdo de trés tipos

essenciais. Eis uma breve comparacgio dos trés tipos de actuadores:

Caracteristica Tipos de actuadores
FEléctricos Hidrdulicos Pneumadticos
Fécil. Possibilidade de fadﬁfﬁ(‘faﬁi e v | Muito dificil devido a questdes de
Controlo ser elaborado. servo-valvulas compressibilidade do ar
Velocidades Grande Média/Grande Muito grande
Binario a~ba1xa velocidade Pequenos/Médios Grande Pequenos
(aceleracdes)
B e e Ve o e
Funcionamento em situacgéo Mau. Requer travées Excelente. Trata-se de Bom. Néao h4 risco de danificagdo
estatica - hed ) funcionamento normal. do sistema.
A presenga de arcos Sistemas limpos. Risco de polui¢ao
Questdes ambientais eléctricos pode ser Perigo de fugas de 6leo. sonora de componentes,
indesejavel. compressores e das fugas.
Custos Relativamente baixos Altos Relativamente baixos

Tabela 2-1 - Breve comparagéo dos principais tipos de actuadores

Em cada junta ha normalmente um actuador. Ao contrario, no corpo humano, ha normalmente 2
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musculos por cada junta para a moverem em direcgdes opostas.
2.1.3.1 Tipo de actuagao

Directa - O elemento mével do actuador é acoplado a junta directamente.

Indirecta - 0 elemento mével do actuador é acoplado a junta mediante um sistema de transmissio.

Actuacdo indirecta

Figura 2.3 - Tlustragio da actuacédo directa e indirecta

Os motores eléctricos sio normalmente usados em actuacdo indirecta (indirect drive) devido a
combinacdo alta velocidade/bindrio baixo. Sdo excepcdes os casos dos motores especiais como os motores
passo a passo, ou os chamados direct-drive motors, que tém uma concepgdo especial e permitem altos
binarios a baixas rotac¢des. Porém, alguns destes tipos sdo por enquanto motores de grandes dimensdes e
peso, portanto limitados a poucas aplica¢gbes nos manipuladores; é possivel encontra-los na base, ou seja, a

actuar a primeira junta do manipulador.
2.1.4 Sensores

Fornecem informacgdo ao controlador, nomeadamente em que local estdo as diversas juntas do
manipulador Além destes sensores internos h4 também os interruptores de fim de curso que delimitam as
deslocagdes extremas das juntas. Existem também os sensores externos dedicados a recolher informacéo

adicional sobre o ambiente.
2.1.4.1 Sensores de posi¢édo

Potenciémetros, V,, (1) = K0(t)

Fraking
wiper

Busiigt v
wle e

Figura 2.4 - Um potenciémetro como indicador de posi¢do angular
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Codificadores (incrementais e absolutos)
Os codificadores (especialmente os épticos) apresentam a vantagem de nfio possuir contactos sujeitos

a desgaste como o poderia ser o cursor de um potenciémetro.

e Light Disk Grid Photo Squaring
“Marker” source assembly detector circuitry
—>
— (NGB0 D
N 7
= @ z
- 3
Ul U [T

=
| =
///

Figura 2.5 - O disco de um codificador éptico relativo e sistema de descodificacéio relativa (direita)

Photodetector  Stationary mask LED light source -
Position

Rotating
encoder disk

Figura 2.6 - O disco de um codificador 6ptico absoluto e sistema de descodificagio obsoluta (direita)

2.1.4.2 Sensores de velocidade

Dispositivos que indicam a velocidade angular: Tacémetros: V(1) = K,w(t) = Kté(t)

2.1.5 Controlador

O controlador é o componente que determina e, frequentemente, monitoriza o movimento de cada
junta. Geralmente o controlador faz outras operagées relacionadas com a aplicagdo. A operagdo fundamental
é a funcdo de controlo em cada junta, isto é, o processo pelo qual se procura que os elos/juntas fiquem
posicionados ou tenham o movimento desejado numa dada tarefa a cumprir. Esse processo tem de obviar os
problemas de que as ac¢des de um certo actuador néo tém os efeitos desejados, ou seja, tera de haver um
controlo em malha fechada ou chamado controlo realimentado. Note-se porém que hé sistemas (mormente
didacticos) onde o controlo é feito em malha aberta. Quer isso dizer que os actuadores sdo activados e que se
espera que cumpram exactamente o previsto. Isso é possivel em certa medida com motores passo-a-passo.

Se designarmos por m(#) a entrada de um controlador, e & diferenca entre a saida desejada para o
sistema (actuador) e a sua real saida chamarmos erro e(?), as funcdes de controlo mais comuns sio as

seguintes:
K, < e(t)<0
e on-off: m(t) = —KO ce)>0
e proporcional: m(t) = er(t)
de(t)

e proporcional + diferencial (PD): m(t) = er (t) + Kd 7
e proporcional + diferencial +integral (PID):

Relembra-se que o valor m(¢) designa a entrada a aplicar no controlador em cada instante.
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2.2 Tipos de juntas

As juntas sdo essencialmente de dois grandes tipos:
e As prismaticas (P) onde o movimento relativo dos elos é linear

e As rotacionais (R) onde o movimento relativo dos elos é rotacional.

e Existe ainda um terceiro tipo de junta designada por esférica (S) que no fundo é a combinacéo de

trés juntas rotacionais com o mesmo ponto de rotagao.

Rotacional (revolute)

Prismética (linear)

Esférica (3 rotacionais) (spherical
or ball-and-socket)

Figura 2.7 - Tipos de juntas

Na maioria dos manipuladores, as juntas sdo normalmente divididas em dois grupos:

e Juntas principais (3 juntas mais préximas da base)

e Juntas secund4rias ou juntas do punho (as restantes juntas, mais préximas do end-effector)

2.2.1 Graus de liberdade e graus de mobilidade

Graus de liberdade (degrees-of-freedom - DOF) é o ntimero total de movimentos independentes que

um dispositivo pode efectuar. Um cubo no espaco a 3 dimensdes pode deslocar-se ao longo dos trés eixos, e

também rodar em torno de cada um deles, dando assim um total de 6 graus de liberdade para a sua

movimentacéo.

Algo diferente s@o os graus de mobilidade, associados ao ntimero de juntas existentes. Um exemplo

comum desta diferenca sdo os tripés: na verdade em cada pé temos varias juntas prismaticas que afectam o

mesmo o mesmo movimento, isto é ao longo daquele eixo em particular. Se em cada pé houver 3 juntas,

teremos um tripé com 3 graus de liberdade mas 9 graus de mobilidade.

Exemplos de graus de liberdade necessarios para certas tarefas:

__,_____J@

®

Para mudar esta peca e roda-la
s@o necessarios 4 graus de liberdade
apenas. (nota: o  manipulador
ilustrado poderd ndo ter a
possibilidade de o fazer, para certas

orientacdes)
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Para colocar esta peca no
encaixe (que pode ter uma orientacio
arbitraria) sdo necessario 6 graus de
liberdade: 3 para as posi¢bes xyz e 3
para as 3 orientacdes do encaixe. (o

manipulador ilustrado no o permite)

Figura 2.8 - Graus de liberdade necessérios para dois exemplos de movimento

2.2.2 Representacio e arranjo cinematico

Frequentemente, em diversa literatura existe uma simbologia prépria para representar de uma forma
padrio um manipulador e as suas juntas. De seguida ilustra-se um caso para um manipulador RRP e mais

uma junta esférica.

5% s

=
% » $
R P
R

Figura 2.9 - Representa¢ido de um manipulador com as juntas RRPS, num total de 6 DOF

2.2.3 O brago humano

Cada braco humano, excluindo a méo e os dedos, dispde de 7 graus de liberdade:

Graus de
Junta Tipo Iiberdade
ale . (DO Fp
Ombro (Shoulder) Esférica 3
4 Cotovelo (Elbow) Rotacional 1
Pulso (Wrisd) Esférica 3

Figura 2.10 - Graus de liberdade do brago humano

2.3 Espaco de trabalho e tipos de manipuladores

Espaco ou volume de trabalho (workspace or volume space) de um manipulador é a regido dentro da
qual o manipulador pode posicionar o end-effector.
Quando se classifica um robot pela sua estrutura cinemédtica, isto é, pelo seu espago de trabalho,

apenas as juntas principais sdo usadas. Assim, héd essencialmente 5 categorias de estruturas cinematicas
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que se ilustram e descrevem resumidamente de seguida:
Cartesiana (PPP)
Cilindrica (RPP)
Esférica (RRP)
Articulado horizontal ou SCARA (RRP)

Articulado vertical ou antropomérfico (RRR)

2.3.1 Cartesiano (PPP)

Volume do espago de trabalho: V = A; A; Az

Figura 2.11 - Manipulador cartesiano (PPP)

2.3.2 Cilindrico (RPP)

Volume do espaco de trabalho: V = A, [(L + A, — L2

Figura 2.12 - Manipulador Cilindrico (ou RPP)
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2.3.3 Esférico (RRP)

Volume do espago de trabalho: V = %n[(L+ Ay - L3]

Figura 2.13 - Manipulador Esférico (RRP)

2.3.4 Articulado Horizontal - SCARA (RRP)

1+ Ly
. L1_LZ
H H A

Las Iy Ly < L

AL + LY — (L — L,V | < L, > L
Volume do espago de trabalho: V' = [( ' )~ 2)2} ' ?
7TA(L1 +L2) <L <L,

Figura 2.14 - Manipulador Articulado Horizontal-SCARA (RRP)
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2.3.5 Articulado vertical (antropomérfico) - RRR

oy
B

A

2L,

@ h o

Laz b Lz<lq

4 3 3
§7r[(L1 + L) — (L — L) ]<:L1 > L,

Volume do espaco de trabalho: V =

§7r(L1+L2)3 =L <L

Figura 2.15 - Manipulador Articulado vertical (ou antropomérfico) (RRR)

Podemos comparar os volumes de trabalho admitindo que as juntas rotacionais varrem 360° e que as
prisméticas sdo todas iguais de comprimento L e que se deslocam o comprimento A e que A=L. Resulta

assim a seguinte tabela

Cartesiano V=L
Cilindrico V =34’
Esférico V= 2—38721_3
Articulado Horizontal V =47
Articulado Vertical % ?

Note-se que o volume do espago de trabalho aumenta com o ndmero de juntas rotacionais.
2.4 Resolucéo, Repetibilidade, Precisdo

Resolugdo: 0 menor movimento incremental de uma junta; normalmente detectavel pelo dispositivo
de medicédo (codificador). Exemplo, se o codificador tiver 180 incrementos entfio a sua resolucio sera de 180
incrementos por volta ou seja 360°%180 = 2°. Esta é a resolugdo angular, que pode ser convertida em

resolugéo espacial em funcéo do comprimento da junta ( =L * sin (ResolAngular))

Repetibilidade: traduz a diferenca de posicdo (linear em geral) com que o robot volta a recolocar-se

num ponto visitado anteriormente.

Precisdo: traduz a diferengca entre uma posi¢io realmente atingida e a posi¢do desejada pela
programacdo. Esta relacionada com a resolucéo e por certo nio podera ser melhor que o valor daquela (ou +/-

metade) - afectado pela carga transportada e variavel conforme a zona do espaco de trabalho.
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(7

N2

Boa precisio

Boa repetibilidade

Ma precisao

Boa repetibilidade

(7N

NG

Boa precisio

Ma repetibilidade

a

\S

Ma precisao

Ma repetibilidade

Figura 2.16 - Tlustracgio da precisio e repetibilidade
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3. Sistemas de Coordenadas

3.1 Nogoes introdutorias - revisdes

3.1.1 Sistemas de eixos

Os sistemas de eixos coordenados a usar s@o ortogonais e directos. Directos significa que o sentido
positivo dos Angulos é medido pela convencio usual (sentido anti-horario) e que é ilustrado na Figura 3-17.

A

v

X

Figura 3-17 - Sistemas directos de coordenadas a duas e trés dimensGes.

3.1.2 Vectores e Matrizes

Um ponto no espaco é representdvel por um vector com 3 coordenadas (2 se for no plano), em
particular um vector coluna, como se descrevera adiante. O termo vector é frequentemente associado a um
conceito de movimento ou deslocacdo numa dada direc¢do (e sentido). Quando se referem as coordenadas de
um vector, neste ultimo significado, estd-se a pensar num vector aplicado na origem do sistema de eixos e
com as coordenadas do seu ponto extremo. Assim, no exemplo ilustrado de seguida, o vector T tem as
mesmas coordenadas do ponto P; se bem que estejam em causa dois conceitos formalmente distintos, eles

estdo relacionados de tal forma que podemos usar o conceito de vector com representacdo matricial, para

T
R 0
representar qualquer das entidades geométricas (ponto e vector) sem perigo de confusdo: T = y ou
0
T
0
P = .
Yo
A A P1(X1,y1)
y y
a Y
P(Xo,Yo) 4
S v/
r / P(xo0,Yo)
/ r
> - >
X X

Figura 3-18 - Um ponto e um vector no plano. Ilustragio da soma de um ponto com um vector
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Por outro lado, define-se também a soma de um ponto com um vector, que resulta num segundo ponto
(P1 = P + V). Geometricamente, isso equivale a que o vector a somar tenha a sua origem situada no ponto
inicial (P e néo na origem do sistema de eixos. Porém, e pelo exposto acima, dizer que o resultado da soma é
um novo ponto, é dizer também que é um segundo vector. Desse modo, a soma de um ponto com um vector (e
forcosamente nesta ordem porque a soma de um vector com um ponto nio é definida!) equivale também a
soma de dois vectores. No lado direito da Figura 3-18 podemos verificar que o vector V, para efeitos de soma
(traduzindo a tal desloca¢io ou movimento), é aplicado no ponto P, se bem que a sua representacio livre
(como é muitas vezes dito) estd representada a tracejado e aplicada na origem do sistema de coordenadas.
Estas duas representacdes sdo todavia a mesma identidade traduzida numa propriedade comum (a
equipoléncia); néo obstante essa propriedade, sdo dois segmentos de recta orientados distintos (estio em
posicdes diferentes do plano). Este conceito de segmento de recta orientado ndo é neste contexto
interessante, e por isso restringir-nos-emos ao conceito de vector e da propriedade de equipoléncia que ele
traduz.

Podemos entdo extrair da Figura 3-18 que P, = P 4V ou ainda Vv = P, — P, e dessa forma
determinar as coordenadas do vector V a custa dos dois pontos. O ponto Pi tem como coordenadas (x1,y1)
que sdo na verdade as coordenadas do vector associado i . Como se espera, i =T + V.

No que diz respeito a nomenclatura, as designacées de vectores s@o indicadas por uma letra
mindscula com uma seta por cima, em caracteres romanos (nfo italicos) e por vezes ainda por essa mesma
letra em tom carregado (bold). Essas duas representacdes (seta e bold) foram usadas acima mas, por
facilidade de escrita, em geral, usa-se s6 uma delas, e de preferéncia a versio a carregado, exceptuando-se os
casos do texto manuscrito onde a versdo com seta é preferivel. Por outro lado, para representar matrizes
(arranjos rectangulares de nimeros ou expressdes distintos entre si), dos quais os vectores sdo casos
particulares, usam-se letras romanas maitisculas em tom carregado (a seta j4 ndo faria muito sentido visto
se perder a imagem geométrica da tal propriedade do sentido do movimento). Em suma, e para facilitar a

escrita ao longo deste texto, usaremos as representacoes indicadas na tabela seguinte:

Entidade Notagio das representacées Exemplos
Letra romana minuscula a T
Vectores carregado sem (ou v=v=l|y
eventualmente com) seta por
cima c
., a b
. Letra romana maitscula sem _
Matrizes . T =
seta por cima c d
Coordenada Letra mintscula em itélico Ty =5, y, =12
(eventualmente romana)
Letra maidscula (romana ou
Ponto* italica) Pl = P1 - ($O,y0,20)
A ™
Angulo Letra grega minuscula a=3

*Quando, em vez de ponto, pensarmos numa postura no espaco (posi¢do e orienta¢éo), o conceito de ponto

desvanece-se e falaremos de um vector que se representara com letras minisculas como convencionado.

As matrizes podem ser quadradas ou ndo quadradas. As quadradas tém as duas dimensées iguais,
isto é, igual nimero de linhas e de colunas. H4 um tipo particular de matrizes ndo quadradas designadas

por vectores que tém uma sé linha ou uma sé coluna.
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x
a b 0 1 3 2 12 -1 y
T=|c d 0 T=|0 5 2 7 10 v=1|, u=|1 4 -2 1
0 01 -4 2 8 3 0 1
Matriz quadrada | Matriz ndo quadrada de Vector Vector linha
de ordem 3 (3X3) | dimensdo 3X5 coluna

Das operagdes com matrizes hé a destacar as que se descrevem a seguir.
3.1.2.1 Produto de um escalar por uma matriz

E um operacdo que resulta numa matriz cujos elementos sdo todos afectados pelo mesmo factor
multiplicativo:
a b

AT = )\
c d

Ac M

Aa /\b]

3.1.2.2 Inversdo de uma matriz

A inversdo de uma matriz (quadrada) é a operacéo pela qual se determina a sua inversa. A inversa de
uma matriz A é uma outra matriz, representada por Al, tal que o produto das duas resulta na matriz

identidade:

A A =1
S6 as matrizes quadradas néo singulares tém inversa. A matriz inversa pode ser obtida, em geral,
pela matriz adjunta de A dividida pelo determinante de A:
At _ Adi(A)
det A

A matriz adjunta de uma matriz é obtida pela substituicio de cada termo pelo seu co-factor e

transpondo a matriz de co-factores.
3.1.2.3 Produto interno (escalar) de vectores

O produto interno é uma operacio que resulta num escalar cujo valor é dado por:

V-u = U, + v, = Ivi.lulcosa
Uz

onde v = e llull = Ju% + u; e o é o angulo definido pelos dois vectores.

y
Esta operacdo é comutativa. Nao faz sentido falar de associatividade porque o produto interno sé esta
definido entre dois vectores, ndo entre um vector e um escalar (aquele que resultaria do primeiro produto

interno).
3.1.2.4 Produto externo de vectores ou produto vectorial

O produto externo de vectores é uma operagio que resulta num terceiro vector perpendicular aos dois
primeiros. H4 varios simbolos para representar esta operacio e de seguida indicam-se alguns mais comuns.

A operacdo traduz-se deste modo: axb=a®b=aAb=c

Sistemas de Coordenadas 3-4



Robética Industrial — V. Santos

Figura 3-19 - Produto vectorial e a sua anti-comutatividade.

O vector resultante tem um sentido que advém do sistema directo usado, e que se representa na
Figura 3-19, do lado esquerdo. Uma regra pratica para determinar o sentido do vector resultante consiste na
chamada "regra da méo direita"; os dedos da méo estdo fechados a excepgdo do polegar que indica o sentido
do vector resultante e os restantes dedos indicam o sentido do angulo entre os vectores. Vé-se claramente
que o produto externo de vectores ndo é comutativo, e alids é anti-comutativo, como se observa da Figura

3-19. Quer isto dizer que:

bxa=-axb=—c

A definigéo de produto vectorial leva-nos a seguinte expressio:

i3k
axb=detla, a, a,|= (aybz —bya, )i — (azb, — b,a, )j+ (al.by - b,a, )l;
b, b, b,
aZ
onde (i, 3712) é a base ortonormada do sistema de coordenadas (versores unitdrios) e a = a, | e
aZ
b,
b = b,
b,

Ainda sobre o produto vectorial pode-se dizer o seguinte:

llcl = ||a x b|| = nall.|b||.|sin |

3.1.2.5 Produto genérico de matrizes

Duas matrizes s6 sdo multipliciveis se tiverem a correcta concordancia de dimensées. Cada novo
elemento da uma matriz produto resulta do produto (interno) de cada vector linha do primeiro operando
matricial com cada vector coluna da segunda matriz operando. Deste modo se verifica que o nimero de
colunas da primeira matriz deve ser igual ao ntimero de linhas da segunda matriz; no que respeita as
dimensées das matrizes envolvidas pode dizer-se, simbolicamente, o seguinte:

amxn-(nxp)=(mxp).

-_-——> | = ® O O
| °o°
- L1 O 0 O
o @ll o O O
O 0 O

(5X4) (4 X3) (5X3)

Figura 3-20 - Ilustragdio da obtengio de um elemento de uma matriz num produto de duas matrizes

Sistemas de Coordenadas 3-5



Robética Industrial — V. Santos

3.1.8 Pontos e referenciais

Qualquer ponto no espaco pode ser visto (designado) de diferentes formas consoante o referencial
usado; trata-se sempre do mesmo ponto fisicamente mas é a sua descricdo que se adequa com o ponto de

vista (referencial). Admitindo dois referenciais designados por R e N respectivamente, um mesmo ponto q

R N
qx qz
pode ser expresso num e noutro por Rq = qu e Nq = qu (Figura 3-21).
R N
q- q-

Figura 3-21 - Um ponto q visto de dois referenciais diferentes

A relacgdo entre RBq e Nq, como se verd mais tarde, tem necessariamente a ver com a relacio de posi¢io
e orientac¢io entre os dois referenciais, ou seja, da forma como se obtém um a partir do outro.

Uma outra questdo importante é a movimentag¢io de pontos. Movimentar um ponto no espaco
significa alterar-lhe as coordenadas, isto é, passar de uma posi¢ido qi para uma posi¢ao gz visto do mesmo
referencial; este processo designa-se por translagdo no espago e, geometricamente, pode ser traduzido pela

adicdo/subtracgdo de vectores como referido na secgéo 3.1.2.

A
z
P
Oy e
Fd %
/ -
/ -
/-
4
R

<Y

Figura 3-22 - Translacdo de um ponto

Atentando para a Figura 3-22 podemos escrever que p =, —(q; ou que q, = ¢, +P. Assim,

efectuou-se uma translacido representada pelo vector p e as novas coordenadas do ponto sdo dadas por

o | |ao| |p.

a4, =|¢, | =|q |+ |p,| Fazer a translacio de um segmento de recta (Figura 3-23) implica calcular as
Y v “
q, q. Y2

2z z

novas coordenadas dos seus dois extremos e, nesse caso, ter-se-ia as seguintes relacbes q,, = q,, +P e

Sistemas de Coordenadas 3-6



Robética Industrial — V. Santos

Ay, =dp TP

Figura 3-23 - Transla¢do de um segmento de recta.

Fazer a translacido de figuras mais complexas implicaria recalcular todos as novas posi¢oes de todos
os pontos relevantes. Por exemplo, para calcular a nova descricio (posicdo) de um cubo, teriamos de calcular
as novas coordenadas dos seus oito vértices apés a translacdo. Claramente, este processo néo é interessante
(em especial para transformacdes mais complexas que a translacio, como veremos mais adiante), e requer-se
portanto uma forma alternativa e mais genérica para determinar a nova posic¢édo do cubo e de qualquer ponto
nele contido. Essa alternativa passa pela definicio de um segundo referencial solidario com o objecto a
mover. No instante inicial, antes da transformacio, os referenciais coincidem, mas apds a transformacio
teremos ainda o referencial original (R) e o novo referencial (N). O processo ilustra-se na Figura 3-24. O
ponto Nq assinalado traduz as coordenadas de um dos vértices (escolha arbitraria) no novo referencial, mas
sdo também as coordenadas desse mesmo ponto, em R, antes de haver qualquer translagio! Apds a
translagdo, no referencial N, soliddrio com o objecto, essas coordenadas mantém-se, mas no referencial que

foi deixado para tras (R) esse ponto tem agora as coordenadas Rq. A relacio entre essas coordenadas é
obviamente dada por Rq =N q + p. Note-se que o vector p estd descrito no referencial original (p = Rp),

donde, em rigor, se deva procurar escrever Rq =N q +5 P-

x

Figura 3-24 - Translago de um cubo e do referencial a ele associado.

3.2 Transformacdes geométricas elementares

3.2.1 Exemplos de transformacdes

Pela experiéncia fisica do dia a dia, é possivel conceber transformacgdes geométricas diferentes da

translagdo, das quais a rotacio é o exemplo mais comum. Por exemplo, uma rota¢do no espaco 3D, em torno
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do eixo dos zz, de um dado angulo a, Rot(za), ou uma translacio de valor a ao longo do eixo dos yy,

Trans(y,a) = Trans(0,a,0), podem ser ilustradas do seguinte modo:

A A A
=2 z 12
1
:
y :
v 1
. -~ Fa > R %
\ " 1 _’.
\ y ,> N y=y
/7
o \ 1 // 1
X ‘* X X X
X

Figura 3-25 - Ilustragéio das transformacées Rot(z,a) e Trans(y,a).

Na verdade, e como facilmente se deduz da Figura 3-25, no espago a trés dimensbes h4 seis
transformacdes geométricas independentes, 3 translaces e 3 rotacdes elementares: 7Trans(x,a), Trans(y,a),
Trans(z,a), Rot(x,a), Rot(y,a) e Rot(z,a). Naturalmente, e como se verad mais adiante, transformacdes

sucessivas resultam numa outra transformacgéo decomponivel nas seis transformacgées elementares.

3.2.2 A notagdo matricial para representar transformacées de um ponto a duas dimensées
3.2.2.1 Transformagdo geométrica genérica

Se atentarmos ao caso da translacio no espaco (a 2D para simplificar), poderemos escrever o

seguinte:
T =T+ Py
{?Jl =yt
ou, em notac¢do matricial:
7, T Dy
wl |y |p

Podemos todavia admitir um caso de transformagio geométrica, linear, absolutamente genérica onde
cada nova coordenada possa depender nio s6 de um parametro independente, mas também de todas as
coordenadas originais. Uma expressio desse género seria dada por:

T, = ar + by + p,
y, =cx +dy+p,

ou, em notac¢do matricial,

T a blrx Dy
= +
yl c d||lY py
a b
Designemos por T a matriz quadrada indicada, a0 e por p o vector usado como termo

independente na expressdo anterior. Rapidamente se verifica que a transformacio de translagdo é obtida
fazendo T identidade e p o vector de transla¢do. Podemos assim considerar um conjunto de situacdes para

valores de T e de p, e procurar relaciond-los com transformagdes geométricas conhecidas. Vamos
0
0

primeiramente admitir um conjunto de situagdes onde temos o caso particular de p = 0 = , Ou seja, sem
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translacéo.

3.2.2.2 Matriz identidade (transformacéo nula) e sem translacéo

10
01

10
01

0
ol =

xX. X

y

x

Yy

1

se T =
%

vira = + , ou seja, ndo ha transformagao geométrica algumas;

a matriz identidade néo introduz transformac¢do geométrica.

3.2.2.3 Reflexdo em relacdo a um eixo (simetria axial)

-1 0 x -1 OJjz —T
se T = 0 1 vira claramente : 0o 1lly = y ou geometricamente:
A

y

@

:(_X’ y)

>
X

Figura 3-26 - Simetria axial

3.2.2.4 Reflexdo em relacio a origem (simetria central)

-1 0 _ T, -1 0z —x )
se T = 0 -1 vira " o —1llyl = |-y ou geometricamente
A
y
.
P—(ny)

>

-

P1=(X1,y1)

:(_X! _y)

Figura 3-27 - Simetria central

3.2.2.5 Factor de escala

a 0
Uma transformagéio curiosa é dada por T = 0o 1’ que resulta em
T, a Oljz azr
vi| o 1{y| |v
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Sobre um ponto poderia ter efeitos aparentes de uma transla¢ido, mas néo é de facto uma translagio.

Basta pensar quando aplicada a um objecto mais complexo como um segmento de recta. Seja por exemplo o

3 0
segmento delimitado pelos pontos A(1,1) e B(2,2) e seja T = 0 1l E imediato concluir que:
3 0]1 3 3 0][2 6
Al = —| |eB' = -
0 1]|1 1 0 1|2 2

Geometricamente a operacio pode ser representada como ilustrado na Figura 3-28.

A
y

>

A’ X
>

Figura 3-28 - Transformagcio de escala aplicada ao segmento AB

A transformacio anterior nio é uma translagdo porque ndo hid nenhum vector que adicionado a

qualquer ponto de AB resulte no ponto respectivo de A'B', ou em simbolos —d, : V p'=p+r. Basta

PcAB’

verificar por outro lado que o novo segmento é mais longo!

3.2.2.6 Rotacéo de 90°
0 -1

Se T —
€ 1

entdo temos uma transformacio de rotagdo de 90° em torno da origem do sistema

de coordenadas:
0 -1
1 0

Z T

Y

-y
T

1
41

O fenémeno é melhor ilustrado com um exemplo. Se pensarmos num tridngulo com os seguintes

vértices A(2,1), B(2,-1) e C(4,0), apés as transformacdes vira:

0 -1
1 0

4
0

0
4

que se representa geometricamente na Figura 3-29.
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Figura 3-29 - Rotacgdo de 90° no plano em torno da origem.

3.2.3 Matriz rotacdo para um caso geral

Pode-se verificar que a matriz de rotagdo de 90° vista anteriormente é compativel com o seguinte:
cos90° —sin90°

sin90°  cos90°

Poder-se-4 induzir que uma matriz de rotagio genérica seja dada pela seguinte expressio:
co -560
S0 Co

cos —sinf

sinf  cos@

Vamos provar que assim é. Seja um dado ponto no plano com coordenadas cartesianas (x, y) e
coordenadas polares (/ 6). Posteriormente, é aplicada a esse ponto uma rotacdo de valor ¢ em torno da

origem, resultando no ponto de coordenadas (x7, y7).
A

Y1 |

"| |

X1 X
Figura 3-30 - Rotagdo genérica de um ponto no plano

A partir da Figura 3-30 é possivel extrair as seguintes relagoes:
z, = lcos(0 + ¢) = I(cosflcos¢p —sinflsing)
y, = Isin(0 + ¢) = [(cos¢sinf + singcos )

T = lcos¢
como y = Isiné VIira:

7, = wcost — ysind
y, = zsind + ycos o

e finalmente em notagdo matricial:
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T cos —sinf]jz

Y

x

Y

1
41

S0 Co

sinf cosf

’C@ -56

3.2.4 Limitac6es da matriz de transformacéo para representar a translagéo

p.’l,’

A translagdo tem um efeito independente das coordenadas. Estd associada ao termo p = P
y

indicado nas expressdes mencionadas a partir da secgao 3.2.2.1. Porém, seria vantajoso, pelo menos do ponto
de vista computacional, ter uma forma de representar uma transformacdo geométrica de forma compacta e

elegante, em vez de uma matriz e um vector independente.

3.3 Coordenadas homogéneas

3.3.1 Introducio de componentes adicionais na matriz de transformacio

Uma solugdo para a questdo anterior (seccdo 3.2.4) obtém-se observando a expressio
a blrx Dy

c d||lY py

Ty

Y

. Basta conceber uma forma alargada de definir as coordenadas de um vector e

rescrever entao:

1 abpz{E
y|=lc d py|ly
1 00 11

X

Os termos introduzidos fazem surgir uma igualdade adicional (1=1), que é verdadeira, e nfo altera
em nada o conhecimento do sistema, mas tem a vantagem de integrar numa Unica matriz os efeitos da
rotacdo e de uma translacdio (pode ainda representar outros efeitos irrelevantes neste momento).

As coordenadas resultantes (com o termo unitario adicional) sfo designadas coordenadas

homogéneas, e este caso é uma situag¢io particular da definicdo geral de coordenadas homogéneas: se

kx
T ky
P = |y |, entdo a variante homogénea é dada por p, = Pk Nestes capitulos dedicados ao estudo dos
2z
z
k

sistemas de coordenadas usa-se o caso particular de k=1.

A matriz de transformacdo (homogénea) é assim constituida por seccdes com significados especificos:

Componente c t
de rotagéo omponente
de translacéo
Xl
Yi|=
1

Figura 3-31 - Componentes da matriz de transformagéo a duas dimensdes.

Assim, uma rotagdo pura, no plano, traduz-se pela expressao:
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cosf —sinf o

0 011

e uma translacio pura, no plano, pela expressio:

Trans(pl.,py ) =

3.3.2 Transformacgdes compostas - produtos de matrizes de transformagio

Uma transformagio geométrica transforma um ponto noutro; portanto, uma sucessio de
transformacées traduz-se na multiplicagido das diversas transformacées. Basta relembrar a propriedade
associativa da multiplicacdo de matrizes para o demonstrar:

p' =Ty (- (T (T, (T, -p))))=(Ty T T, - T )p=T:p

Assim, uma transformagio composta é ela mesma uma transformagéo geométrica.

Observe-se porém que a ordem das multiplicacdes (operacdo das transformacdes) nio é
necessariamente comutativa. E-o para as translacdes puras e também para as rotacdes puras no plano (no
espaco ndo é!), mas nio o é para transformacdes genéricas. De seguida demonstram-se estas situacdes uma

por uma.

3.3.2.1 Sucesséo de Translacdes (comutativo)

Sejam duas translacoes:

T, = Trans(a,,a,) =

Rapidamente se verifica que:

1 0ja, ||l 0}b, 1 0fa; +0,
T, -T,=0 1 a0 1/5,[=/0 1a,+b|=T,-T,
00/ 1|00 1| |00 1
3.3.2.2  Sucessdo de Rotacdes no plano (comutativo)
Sejam duas rotag¢des no plano:
cosf —sind, |0 cosfl, —sinb, xO
T = Rot(Ol) =|sinf cosf, e T, = Rot(@z) =|sinf, cosd, xO
0 0 |1 0 0 1
Por facilidade de notagéo, convencionando as abreviagdes C'0, = cosf;, e 50, = sin0,, o produto das

duas transformacdes resulta em:

Sistemas de Coordenadas 3-13



Robética Industrial — V. Santos

co, —S6, IO co, -S0, IO
T, -T, =|56, C6 io 56, 092i0:
0 0 %1 0 0 %1

06,00, — 56,56, —C6,80, — 56,C6, | 0
=|86,C6, + 6,50, —S56,56, + C6,CH, ] 0
0 0 i 1

ou ainda, usando as regras do seno e do co-seno da soma de angulos:
(:05((91 + 92) —sin(@1 + 92) I 0

T, T, =|sin(6, +6,) cos(6, +6,) ] 0

i 1

0 0

Também se vé claramente que a operacgdo é comutativa, e geometricamente corresponde a rodar

incrementalmente os sucessivos angulos de rotacao.
3.3.2.3 Sucessio de Translacdes e rotacdes (ndo comutativo)

Menos tolerante é o caso da ordem de aplicagdo de translagbes e rotagdes. De facto, também se
demonstra com grande facilidade que a operagdo ndo é comutativa.

Sejam as transformacoes:

D cos —sinf {0

1 0ip,
T :Tmns(pw,py): 0 1ip,|eT, =Rot(0)=|sind cosd |0
0 0}1

Como se espera, até da propria definigdo de transformagio geométrica, é imediato obter o seguinte:

Py ||cosf —sinf {0

10
:Tmns(px,py)Rot(G): 0 1{p,|lsinf cosf {0|=
0 01 O 0 il

Mas, por outro lado, a opera¢do na ordem inversa resulta de forma bem diferente:

0/|1 0! p,

:Rot(G)Tmns(px,py): sind cos® {0[|0 1ip,|=
0 0 {1 0 o} 1

cosf) —sinf

=
=

cos —sin@ | p, cos — p, sinf
=|sinf cos0 | p,sind + p, cosd

0 0 ; 1
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3.4 Matrizes de transformacio a 3 dimensées

3.4.1 Generalizacio dos conceitos para 3 dimensées

Os conceitos abordados no caso do plano sdo, com relativamente pouco esforgo, generalizaveis para o
espaco a trés dimensdes. A translagdo tem mais um grau de liberdade e portanto haverd mais uma
coordenada nos vectores. Todavia, a rotacdo deve agora ser definida em torno de um eixo, havendo, por isso,
3 tipos de rotacdes possiveis; as rotacdes no espaco 3D apresentam portanto mais diversidade e
complexidade do que no plano.

Em coordenadas homogéneas um ponto é agora dado por:

T

Y
p: Z
1

3.4.2 Componentes da matriz de transformacio

A matriz de transformacio para o espaco 3D assume também as dimensdes apropriadas:

a b oclp,
T =
a b ¢
A sub-matriz Rde T, R =|d e f|, representard agora todo o conjunto de rotagdes passiveis de
g h i
Y2
afectar a transformagdo como se descreve mais a frente. O vector p =|p, | traduz naturalmente a
Y2
translacao.
z 4 Rot(2)

NS

Rot(y)

\ Y

Rot(x)
X
Figura 3-32 - Rotagbes no espago a 3D.

Como foi ja mencionado, a rotacdo pode ser feita em torno de trés eixos distintos, como se ilustra na
Figura 3-32. A variante mais intuitiva é a rotacdo em torno dos eixo dos zz que deriva de imediato da rotacio
do plano. As outras variantes sdo menos intuitivas mas a sua demonstracdo ndo é de forma nenhuma

complexa; bastara pensar na expressdo usada para o plano a 2D e arranjar as matrizes de transformacéo
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adequadas. Assim vira:

cos —sinf 0 0

sinf cosf 0 O

Rot(z,0) = 0 0 1 0
0 0 01

1 0 0 0

0 cosf —sinf 0

Rot(z,0) = 0 sinf cosf 0
0 0 0 1

cosf 0 sinf O

0 1 0 0

Rot(y,0) = —sinf 0 cosf 0
0 0o 0 1

No caso de rotacdes compostas em torno de dois ou mais eixos a componente de rotacdo (orientacéo)
da matriz de transformacgio sera mais complexa do que o das rotagdes simples indicadas atras.

A matriz de transformacido geométrica, homogénea, tem, além das rotacées e da translacdo mais
quatro termos (a dltima linha). Nesta abordagem os valores dessa linha sé interessam ser [0 00 1], mas
noutros contextos terdo a importancia adequada, nomeadamente no tratamento geométrico de imagem

digital; sdo exemplos disso a perspectiva e o factor de escala global.

Rotacdes
Factor escala local

Translagao

PerspeCtiya/ Factor de escala
projecgdo global

Figura 3-33 - Componentes da matriz de transformacéo a 3D.

3.4.3 Interpretacées do que significa a matriz de transformacio.

E possivel individuar trés interpretac¢oes/significados principais de uma matriz de transformacao, que

se resumem de seguida:
e Indica as transformacées geométricas operadas sobre um ponto para o levar para outro local
geométrico: q; = T - q,. Este facto traduz também o movimento imposto a um ponto, sempre
dentro de um mesmo referencial. Ndo sdo aqui 6bvias todas as implica¢bes da transformacéo se o

objecto for um ponto, em especial as componentes de rotagao.
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Figura 3-34 - Significado de *T: movimentag¢do de um ponto

¢ Relaciona as coordenadas de um mesmo ponto fisico em dois referenciais diferentes, ou
sejal Rq =F T, N q . Muda-se o ponto de vista, e no caso anterior mudava-se o ponto!

Figura 3-35 - Significado de RT: movimentacéo (criacio) de um referencial

e Transformacdo de um referencial (R) noutro referencial (N): RTn. Trata-se da criacdo de um novo
referencial por translacdo e rotagdo. Para tentar criar uma melhor imagem do processo, bastara
pensar que havia um segundo referencial N inicialmente coincidente com o referencial R mas
solidario com o seu ponto de origem; a esse ponto foi depois aplicada a transformacio levando
consigo o referencial N. A matriz de transformacio representa todas as componentes de posi¢io e
orientagdo de um novo referencial N em relagdo a um referencial original R. Isto é, é possivel
identificar na matriz ®TN os quatro vectores que indicam a orientacdo (trés dos quatro vectores) e
a posicdio cartesiana (um vector) do novo sistema de coordenadas. Na expressio seguinte xn é o
vector que indica a direc¢do do novo eixo dos xx em relagdo a base candnica do sistema R, e yx e zx

os vectores para as direc¢ées dos novos eixos dos yy e dos zz respectivamente:

1 Mo
» 1 T Zy { Py
N 31 T3 01
0 0
z
R

Figura 3-36 - Significado de RT: rela¢io entre dois referenciais.
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3.4.4 Pés-multiplicagio e pré-multiplica¢do de matrizes de transformacéo

Foi visto anteriormente que a ordem de multiplicacdo das transformacdes era importante (seccdo
3.3.2) porque se fosse alterada o resultado seria diferente. Ou seja, se uma transformacéo ®T; for seguida no
tempo de uma transformacao RTs, entdo isso equivale a ter uma transformagao global RT =RTs - RTy. Ou seja,
a transformacao final resulta da pré-multiplicagdo das transformagoes aplicadas sucessivamente no tempo.

Porém, poe-se a questdo: e o que significard a transformacio RT' =BT, - RT2? Isto é, em que é que
resulta a pdés-multiplicacdo de transformacgdes? O problema compreende-se melhor com um exemplo, que se
faz no plano a 2D para mais facil visualizacio.

Seja uma transformacdo Ti=Rot(45°) e uma transformacio To=Trans(x, a) que usaremos para criar
novos referenciais. A primeira situacio que experimentamos é Ta = T2T1. Significa que primeiro rodamos o
referencial e em seguida lhe aplicamos uma translagio, como se ilustra na Figura 3-37, do lado esquerdo. A
segunda situagéo serd designada por Ts = TiT: e significa que primeiro é aplicada uma translag¢io segundo o
eixo dos xx e depois uma rotagdo em torno da origem. O resultado é o ilustrado no lado direito da mesma
figura. No primeiro caso, T2 foi pré-multiplicado a T1, no segundo caso, Te foi pés-multiplicado.

Te=T.T,=Rot(45°) Trans(x,a
By\l »=Rot(45°%) g )

4 P X
y y
TA=T,T;=Trans(x,a)Rot(45°)
v Yaow A
. . /// \\ // XII
450 \\ // 450 X'
P >
X
a a

Figura 3-37 - Diferengas entre pré- e pé6s-multiplicacdo de transformagdes.

Em ambas as situacdes, as transformacdes foram realizadas em relacdo ao referencial original (xy).
Imagine-se porém uma alternativa que seria aplicar as transformacdes em relacdo a cada referencial recém-
criado. Ou seja, sdo usados os referenciais intermédios para as novas transformacgées a aplicar. Digamos
entdo o seguinte: aplicar a rotacdo (no dnico referencial ainda existente) e depois a aplicar translacdo ao
longo do referencial resultante da rotagdo. Geometricamente o processo pode ser ilustrado como na figura

seguinte:

| 3 N

. /'/ X
y S| X

Figura 3-38 - A segunda transformaco (translacio) foi realizada no novo referencial.

.
|

O resultado da Figura 3-38 é muito interessante pois coincide com o resultado do segundo caso da
Figura 3-37 (lado direito), isto é, T = TiT2, ou seja, a pés-multiplicacio da matriz. Prescinde-se de
demonstracio formal, mas podemos afirmar o seguinte: a pré-multiplica¢do de uma transformacio por outra
equivale a aplicar esta segunda no referencial global; a pés-multiplica¢do de uma transformagao por outra

equivale a aplicar esta segunda no novo referencial.
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Segue-se um problema mais complexo usando o enunciado anterior. Determinar o novo referencial
depois de translacionar o original de uma unidade em cada eixo, depois roda-lo 90° em torno do novo eixo dos
yy, translacionar 1 unidade no novo eixo dos xx, e depois translacionar 1 unidade negativa no eixo dos zz do
referencial original.

A transformagcéo é dada pelo seguintes passos:
Passo 4 | Passo 1 | Passo 2 | Passo 3

T= Trans(0,0,-1) Trans(1,1,1)  Rot(y,909  Trans(1,0,0)

Note-se que o passo 4 foi uma pré-multiplicacio e os restantes (2 e 3) foram pés-multiplicacdes.

Graficamente o processo percorreu as seguintes fases:

Figura 3-39 - Os quatro passos da transformagio T=Trans(0,0,-1)Trans(1,1,1)Rot(y,90°)Trans(1,0,0)

Do ponto de vista matricial obtemos a seguinte expressao:

1 0 0 0L 0010 0 1 0]t 001
0 1 0 olflo1o1|0o 1 o ofo 100
=10 o 1 oo 1 1=1 0o o oloo1 o~
0 0 0 1jlooo1|0o o o 1o 0 0 1
0 0 1! 1
0 1 0] 1
2710054
_T)_"b_"(—)_i"i

A interpretacdo da matriz final é directa e confirméavel pelo diagrama da Figura 3-39: o novo eixo dos
XX aponta no sentido contrario do eixo dos zz original; o novo eixo dos yy aponta no mesmo sentido do eixo
dos yy original, e o novo eixo dos zz aponta no sentido do eixo dos xx original. Finalmente, a origem do novo

sistema de coordenadas esta no ponto (1,1,-1) medido no referencial original.
3.4.5 Transformacgdes inversas.

A obtencdo de um novo ponto pela aplica¢ido de uma dada transformacio geométrica pressupde que o
processo inverso é igualmente possivel: trata-se tdo simplesmente de obter um ponto (o original) a partir de

outro (o que era designado de novo). Matematicamente o processo traduz-se do seguinte modo:
— -1 —
pp=T-py =T "-p =p
Ou seja, pelo recurso a inversa de uma matriz, foi possivel inverter o processo de transformagio
geométrica. Deste modo, a inversa da matriz de transformacgio é também ela, necessariamente, uma matriz
de transformacio.

Como transformagéo que é, a transformagio inversa assume todos os significados ja conhecidos. Em

. - .. . - . 1 _
particular, realce-se a transformacéo de referenciais de onde sai a expressio: ( RTN ) =F TN1 =N T,.
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Figura 3-40 - Transformagfo inversa

Na Figura 3-40 pretende-se ilustrar o processo de transformacio inversa e algumas relagdes entre
pontos. O ponto po sobre um dos eixos no referencial R tem o seu correspondente, apés a transformacio
directa, no ponto p1 sobre o eixo do novo referencial, N. Note-se que po e p1 podem ser vistos como pontos
diferentes num mesmo referencial (esquecendo o outro referencial), ou cada um no seu referencial como
resultado de uma transformacido de referencial. A partir da Figura 3-40 podemos ainda escrever uma

panéplia de expressoes que poderdo ajudar a compreender melhor as diversas relagoes.
-1
Pl:T'PU,T ‘P = Py

N _NT R
- R

q q

Ry _N -1 N
= 'R

q q="T,"q

N N R R R N
py =" Ty " p,, "py =" Ty " p ,ete.

Note-se que nas relacoes anteriores se tem T = RTN. S6 uma questao de contexto permite dispensar os
indices; na verdade, quando ndo pensamos no significado de transformacio de referenciais, ndo faz sentido
falarmos de referenciais, e ai, os indices que os descrevem (R,N,...) ndo tém utilidade particular. Ou seja,
quando nas expressdes acima intervém um Unico ponto, mas visto de referenciais diferentes (Rq e Nq, por
exemplo), é necessario indicar a ordem da transformacio (de R para N ou de N para R). Quando
relacionamos dois pontos diferentes num mesmo referencial (po e p1 por exemplo), em geral a transformacéo
entre eles ndo carecerda de indices desde que nio haja ambiguidade. Em caso de duvida ou de potencial
ambiguidade sugere-se o uso dos referidos indices!

A matriz de transformacgfo tem propriedades particulares que permitem definir uma regra muito

expedita para calcular a sua inversa. De facto, se uma matriz transformacéo for dada por:

Ipa;
ROT ipy Xy
T = p | =5
6'__6___6I'f
entdo a sua inversa sera dada por:
B %
I
(ROTY" | —p-§
= |
| P Z
___________ Lo
0 0 o 1
I

Note-se o uso da seta (redundante) para reforcar a lembranca a natureza dos objectos em causa.

Como dito anteriormente, o seu uso nido era aqui obrigatdrio, contudo a sua presenc¢a recordara que, por
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exemplo o produto p-x é um produto interno (escalar) de vectores.
3.4.6 Grafos e equacédes de transformacéio

Um dos problemas mais frequentes em robética industrial, e na automagédo em geral, consiste em
determinar a posic¢do relativa entre um componente e um seu sub-componente, sabendo as suas posi¢oes, em
relacdo a um referencial comum (como por exemplo a bancada de trabalho). Por outras palavras, qual deve
ser a transformacdo a aplicar ao sub-componente para o encaixar num local bem definido no componente
principal. Para melhor ilustrar a questdo, imagine-se um parafuso (ou pino) que queremos encaixar numa
dada cavidade; note-se que a localiza¢do do pino e da cavidade sdo conhecidos. Apds a identificagido das
partes, devem definir-se referenciais associados a cada um deles e, a partir dai, procurar as rela¢des entre os
referenciais. No exemplo do pino, Figura 3-41, os referenciais associados devem ser de tal forma que, na

posicdo final, apds o encaixe, os eixos deverdo todos coincidir, porque é esse o objectivo da montagem

(assembling).
Zr
RTN
o g R N
RTS S STN

Figura 3-41 - Problema da inser¢do geométrica de um pino numa cavidade

Do grafo da Figura 3-41 podemos escrever a seguinte relacdo: *Tx = RTs - ST. H4 varias formas de
demonstrar essa relagdo mas eis uma das formas mais expeditas: seja um ponto q qualquer no espago com as
diversas coordenadas Rq, Sq e Nq consoante o referencial de onde é visto. Do exposto na sec¢ido 3.4.3 podemos

escrever sucessivamente:
Sq = STx Ng

Rq = RTg Sq

Combinando as duas expressoes vem:

Rq = RTs (STN Ng)= (RTs STn) Nq

Comparando a expressdo anterior com Bq = BT'x Nq vir4 finalmente:

BTN = RTs ST
Nesta expressio, e relembrando a situagdo da Figura 3-41, e o grafo de transformagao, verifica-se que
h4 um termo desconhecido, trata-se de STy, dai a expressdo de designar por equacio de transformacio. A

sua resolucéo é todavia muito simples, recorrendo apenas a algebra de matrizes:

STN=RTgs 1 - RTy
Note-se que a transformacio STx ndo traduz a trajectéria que deve fazer o pino para chegar ao
encaixe; traduz apenas uma relagio geométrica de posi¢do e orientacdo que servird de base ao célculo do
eventual movimento/trajectdria, que serd tema a abordar noutro capitulo. Mais ainda, STx traduz a posicéo e
orientagdo da cavidade como vista do referencial do pino, isto é, a acgéo de controlo ou geragdo do movimento
prescindira do referencial global R, é no pino que tudo comeca.

Propde-se ainda um outro exemplo mais elaborado onde se pretende descobrir a relagdo entre o
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end-effector de um manipulador e o ponto de contacto com um objecto a pegar. A Figura 3-42 mostra uma
situacdo possivel onde se assinalam os diversos referenciais: W — referencial global de trabalho (como a
bancada ou sala), R — referencial da base do robot (localizacdo da base do robot na bancada), H — referencial
do end-effector (depende do estado corrente das diversas articulacdes do robot), O — referencial do objecto a
pegar (localizacdo do objecto sobre a bancada), G — referencial do ponto de contacto no objecto (local onde o
end-effector deveré estabelecer contacto, como por exemplo o ponto central de uma face do objecto cuja
descricdo geométrica é perfeitamente definida e conhecida). O grafo de transformacio é concebido levando

em linha de conta que é no ponto G que se pretende o objectivo da operacao.

TO TG

T

Th

Figura 3-42 - TransformagGes geométricas de um processo simples de manipulagéo

A partir do grafo de transformacdo podemos escrever a equacdo de transformacgdo cuja varidvel
(termo desconhecido) é HTq:
WTR - RTq - HTg = WTo - OTg

Finalmente sai a expressao final:
HTq = RTy1 - WT'g-1 - WTo - OTq
3.4.6.1 Exemplo de uma montagem vista do referencial da peca

Para terminar esta secgdo, propde-se um exemplo numérico de um processo de montagem que
consiste em determinar a transformacio a aplicar no paralelepipedo, e do seu ponto de vista, de tal modo
que encaixe na pe¢a mie ao longo das arestas assinaladas com uma seta a carregado. Escolheram-se os
pontos A e B para origem dos referenciais respectivos e assinalaram-se os eixos como indicado para

satisfazer os requisitos de alinhamento final.

Ta
A
TA
Figura 3-43 - Exemplo de montagem.
0 8
Sabendo que ®A = |6| e "B =| 2 | determinar a transformacio necessaria a aplicar a peca, do
2 -2
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seu ponto de vista, para ela encaixar, isto é, determinar BTa. O grafo de transformacio é o ilustrado, e dele

saira de imediato que BTa =RTg! - RTa. A partir dos pontos dados, e observando a orientacdo dos eixos dos

sistemas ilustrados, é imediato concluir o seguinte:

1000 00 -1 8
RT:OIO RT:0102
A710 0 1 27 B 10 0 -2

0001 00 0 1

Portanto, e pelas propriedades da matriz de transforma¢io homogénea, podemos concluir que:

001 21 0 0O 0 01 4

Bp R Rp 0 10—20106: 0 10 4
A B A -1 0 0 8|0 0 1 2 -1 0 0 8
000 110 0 0 1 0 0 0 1

Para verificar que o procedimento estd correcto, experimentemos o resultado em dois pontos distintos.
Atente-se porém as coordenadas e aos sistemas de coordenadas que se usam em cada caso! A transformacéo
BTA é a transformacio a operar sobre o paralelepipedo, mas visto do seu préprio referencial. As coordenadas
que resultam serdo também no seu préprio referencial. Podemos verificar a posteriori o seu valor noutros
referenciais conhecidos s6 para efeitos de confirmagdo. Tome-se por exemplo o ponto B propriamente dito

que, no seu referencial, tem as seguintes coordenadas:

BB=[0 00 1]T
Apés a transformacdo em causa (BTa), as suas coordenadas, sempre no referencial B e que

designamos por BB', serdo dadas por:

00 1 4]j0] [4
by _sp o op_| 0 L0 40 _[4
A -1 .0 0 8/[0] |8
00 0 1f|1] |1

mas, no referencial A, que ponto é este? Sabendo BTa (e consequentemente ATp), para qualquer ponto

do espaco é valida a seguinte relacio Aq =4 T, B q =B T/Il B q.

Portanto,
00 -1 8
Ap B o1 _ 01 0 —4
B A 10 0 —4
00 0 1
e por conseguinte, *B' =4 T, B B', ou seja
0 0 -1 8][4 0
g _ 01 0 —4||4 _ 0
1 0 0 —4|8 o’
00 0 11 1

como seria de esperar, visto este ponto ndo ser mais do que a origem do sistema A.
Um segundo teste pode ser feito a um outro vértice do paralelepipedo ilustrado na Figura 3-43. No
referencial B, temos o ponto indicado por qo, que tera como coordenadas nesse referencial Bqo. Esse ponto vai

ser movimentado para a posicao qi, que terd coordenadas Bq: ou 2qi, conforme o referencial. Admitindo as
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dimensdes 2x4x3 para o paralelepipedo, teremos entdo, como se pode observar da referida figura, o seguinte:

4

5 2
q() = 0
1

Note-se que devera também este ser o valor para 2q: porque a localizac¢do q: o ponto de destino de qo
aquando da transformacio. E por isso, qi visto de A tem o mesmo valor que qo visto de B, ou seja, 4qi1= Bqo.

Assim, para verificar esta igualdade, passemos a verificacdo da transformacio para este outro vértice do

paralelepipedo:

0 1 4[4 4
s s s 0 1 0 42 6
G TN = g g sllo] T4
0 0 0 11 1

Mas, pelo raciocinio ja executado anteriormente,
00 -1 8j4 4
4 B » 0 1 0 —4|l6 2
G T W= 0 o g4 T o
00 0 11 1

que resulta em 4q:1=Bqo como se esperava.
3.4.6.2 Exemplo de montagem vista do referencial global

No exemplo concreto anterior pode ressalvar uma questdo. A transformacio pretendida era suposta
ser aplicada no referencial da pe¢a a mover, tal como sucedeu. Porém, é igualmente legitimo procurar
determinar a transformacfo a aplicar mas visto do referencial global R. Reformulando, qual deve ser, vista
de R, a transformacio a aplicar ao bloco que estd em B de forme que "encaixe" no referencial A? Vamos
primeiro clarificar e distinguir esta situacfio da situacfo anterior (transformacao vista do bloco a mover).

Primeira situagdo: o objecto sofreu BT e em seguida deve sofrer BTa para atingir BTa, isto é:
RTg-BTA=RT4. A segunda transformacio (no tempo), por ser vista do novo referencial (B), é pés-multiplicada a
transformacao original.

Segunda situacdo: o objecto sofreu ®*Ts e em seguida deve sofrer uma transformacao T2 para atingir
RTA. Todavia, T2 deve ser vista do referencial global R e por isso deve ser pré-multiplicada a RTs:
T2RTp = BTA. Como T2 pretende transformar do referencial B para A, visto de R, vamos designa-la do
seguinte modo T2=RTg a.

Feita a disting¢éo de situagdes podemos entéo escrever:

RTpA-RTR =RTp

ou seja,

RTg A = RTA-RTR1?

Substituindo, vira:
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100 0] 001 2 0 01
01 06 0 -2 010 4
Rp = =
54 001 2|-1 00 8 -1 0 0 10
000 1) 000 1 0 00 1

Bastara agora aplicar aos pontos ja usados na situagio anterior e confirmar os resultados.

0 0 1 2] 8 0
Ry Rp_ 010 4| 2 _ 6 N
BA -1 .0 0 10f|-2| |2
000 1) 1 1
O ponto qo, tem no referencial R as coordenadas:
0 0 -1 8|4 8
" R » 01 0 2/2 4
G©="T W= g g a0 T2
00 0 1)1 1
e o ponto q1, tem no referencial R as coordenadas:
0 0 -1 8][4 4
h R s 01 0 2|6 8
G T 0= g g a7 e
00 0 1)1 1

Finalmente, e como se esperava, a transformagao operada sobre o ponto qo resulta no ponto qi, tudo

visto do referencial R:

00 1 8] [4
e 0010 4|4 |8
sa” Y71 o 0 10l2| |2|” @

000 11 |1

3.5 Orientacéio e ngulos de Euler (RPY)

3.5.1 A componente de orienta¢io numa transformacéio

Numa matriz de transformagdo geométrica, como ja visto, hd uma sub-matriz que traduz a orientagio
do novo sistema de coordenadas com respeito ao sistema de coordenadas anterior. Essa sub-matriz de 3x3

contém na verdade os versores das trés direc¢des dos trés eixos.

Xy Yy Zy {Py
0 0 0 1

Essa orientagéo é o resultado de uma sequéncia de 3 rotagdes em torno de trés eixos distintos, que
traduz os trés graus de liberdade rotacional que existem no espaco.
As sub-matrizes de rotacio (ROT na expressio anterior) apresentam algumas propriedades que se

podem tornar Uteis em certas circunstincias, nomeadamente as seguintes:
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e A suainversa éigual a sua transposta:R™' = R”
» As suas colunas séo ortogonais’ €, - Ej =0 Li=1 2, 3AN1 =]

e O seu determinante é unitdrio: det(R) =1
3.5.2 Formas de expressar a orientagéo

Podendo efectuar rotacées em torno de trés eixos (Figura 3-32) afigura-se um variado ntimero de
combinacdes possiveis. Esse nimero é aumentado pelo facto de cada rotagdo em torno de um dado eixo poder
ser feita em relacdo ao referencial original ou ao novo referencial recém-criado.

Aos angulos de rotagédo em torno de cada um dos trés eixos chamam-se usualmente dngulos de Euler
e o seu significado depende da combinacio de rotagdes usadas. O nimero de combinacoes distintas é de 12 e

de seguida descrevem-se as duas mais usadas.
3.5.2.1 Roll-Pitch-Yaw (RPY)

A combinagdo de angulos mais imediata é a de pensar a rotacdo, em relagdo a um referencial fixo,
segundo os eixos X, y e z por esta ordem. Esta sequéncia é frequentemente conhecida pelos termos ingleses

Roll-Pitch-Yaw.

z Roll(y), Rot(z, y)

Pitch(0), Rot(y, 0)

Yaw(o), Rot(x, ¢)

Figura 3-44 - Rotac¢6es RPY e correspondéncia usual num punho de mannipulador.

Matematicamente a matriz de transformacéo é obtida do seguinte modo:
Rot (¢,0,¢) = RPY (¢,0,7) = Rot (2,9 )Rot (y,0)Rot(z,¢)

ou, apés desenvolvimento:

CoCO —SeC + CHpSOSY  SpSy + CHSOCY 0
SeCO  CoCp + SpSOSY —ChSih + SpSOCy 0

RPY(9,0.9) =1 g9 COSY COCy 0
0 0 0 1

Usualmente também se definem as seguintes expressoes:

Roll(¢) = Rot(2,6) , Pitch(0) = Rot (y,0) , Yaw (1)) = Rot(z,1).
3.5.2.2 Angulos de Euler (tipo IT)

Uma outra variante para os angulos de Euler muito usada, é a chamada tipo II (se bem que esta
designacdo varie muito com os autores). A sequéncia é a de rotacio em torno do eixo dos zz, rotacdo em torno
do novo eixo dos yy, e finalmente rotagdo em torno do novo eixo dos zz. Esta variante também se designa
angulos de Euler tipo Z-YN-ZN, onde o indice N lembra que se trata de transformacdes no novo sistema de

coordenadas.
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Rot(z, 0)

Rot(y', ¢)
v

»
»

Figura 3-45 - Angulos de Euler do tipo II (Z-Yx-Zx)

Matematicamente a operac¢io pode ser expressa da seguinte forma:

Euler,; (0,¢,1) = Rot(z,0)Rot(y,¢)Rot (z,7)

Apds expansdo matricial, e relembrando da pdés multiplicacido efectuada para a segunda e terceira

rotagdo no tempo, chegamos ao resultado:

CopCOCY — SpSy  —CpCOSY — SpCp

SGCOCY + CHpSyy —SpCOSY + CoCy SpSH 1

Eulery; (0,6,4) = —50C) 505

0 0

CoSH 1
co 1
0 1
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4. Cinematica Directa de Manipuladores

4.1 Cinematica de um manipulador

4.1.1 Definic¢éo

A cinematica de um manipulador é o estudo do conjunto de relagdes entre as posi¢oes, velocidades e
aceleracoes dos seus elos.

O estudo que aqui se inicia diz respeito apenas aos manipuladores série, que alids é a categoria que
inclui a grande maioria de manipuladores industriais e didacticos. Os manipuladores série caracterizam-se
pelo facto de todas as juntas ligarem dois e apenas dois elos consecutivos.

A relacdo entre o referencial de origem e o referencial da extremidade (m&o) do manipulador é dada
por uma transformacido ®Tu que, todavia, ndo d4 qualquer indicacdo sobre as relacdes entre os elos
intermédios. Desse modo, para fazer um estudo da cinemética, e outros, é necessario, antes de mais, definir
sistemas de coordenadas associados a cada elo, ou seja, atribuir-lhe referenciais. Por outro lado, a relacio
geométrica entre elos é traduzivel por uma matriz de transformacio: para ir de um extremo de um elo (junta
ou base do robot) até ao outro extremo do elo (a junta seguinte ou a extremidade do robot) far-se-do
translagdes e rotagoes. Em suma, um dado elo 7 terd associado a si a matriz de transformacgio A;, onde a
primeira matriz, A;, relaciona o primeiro elo com a base fixa, e a Gltima matriz, A, relaciona o referencial
da m#o com o ltimo elo. E entdo claro que RTH = A1As...An. A Figura 4.1 esquematiza as transformagoes

associados a um manipulador de 3 elos.

J As
AZ % H
/ i

Aq
2

Th

oAl

RTH = A1A2As

Figura 4.1 - Matriz de transformac¢io de um manipulador série com 3 elos

4.1.2 Espacgo das juntas e espacgo cartesiano

O estudo da cinemaética divide-se em dois tipos de problemadticas: localizacdo da mao a partir das
posicdes das juntas (cinematica directa), e determinacio das posicdes das juntas a partir da posicio da mio
(cinemaética inversa).

Podemos assim definir dois espagos de variaveis: o espaco das variaveis da juntas, ou simplesmente
espaco das juntas, e 0 espaco cartesiano ou operacional. A dimenséo do espaco operacional é 6 (3 translacdes

e 3 orientacdes) e o espaco das juntas tem como dimensio o niimero de juntas do manipulador. As operacdes
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do espaco das juntas para o espaco cartesiano ndo apresentam qualquer ambiguidade, mas o contrario pode
nio ser verdade. De facto, o espaco das juntas é muitas vezes redundante, isto é, nem sempre é possivel
estabelecer uma relacdo univoca com o espacgo cartesiano, significando que véarias configuragdes no espaco

das juntas resultam na mesma configuracgéo no espago operacional

Cinematica Espago das juntas Espago operacional

directa
A
Espaco das Espaco
juntas cartesiano
A
Cinematica
inversa

Figura 4.2 - Cinematica directa e inversa, e natureza nio biunivoca da sua inter-relagio

4.1.3 O algoritmo da Cinematica Directa

Implementar a cinemética directa de um manipulador significa, portanto, determinar as relacbes que
exprimem um ponto no espaco cartesiano, T, em funcio de um ponto no espaco das juntas, q, isto é

-

r= Fdirez:ta ((_i) .

Os passos ou algoritmo para definir tal relagdo sdo, essencialmente, os seguintes:

e Colocar o robot na posicéo zero (descrito adiante)

e Atribuir um sistema de coordenadas a cada elo

e Descrever as relacdes (translacdes e rotacdes) entre as variaveis das juntas e dos elos
e Determinar as matrizes de transformacéio A; dos diversos elos.

e Multiplicar os A; e obter a expressao ¥Tx

e Obter as coordenadas de posi¢do da méo

e Obter as coordenadas de orientagdao da méo
4.2 Parametros de juntas e elos

Para atribuir sistemas de coordenadas a um elo serd preciso levar em conta a sua propria geometria e
as consequéncias que terd no elo seguinte da cadeia. No intuito de obter uma forma coerente e pratica de
determinagdo desses sistemas de coordenadas, é necessario definir conceitos tais como o eixo de uma junta

ou os parametros cinematicos dos elos e juntas associadas.
4.2.1 Eixo de uma junta

O eixo de uma junta é o eixo relacionado com a simetria do movimento inerente a prépria junta e que
pode coincidir com o eixo de um ou outro elo ou mesmo ser-lhe ortogonal; de seguida descrevem-se as
situacoes tipo. O eixo de uma junta fara parte do sistema de coordenadas associados ao elo, e convenciona-se
que seja o eixo das coordenadas zz.

Fixo de junta rotacional

No caso de termos dois elos colineares, entdo o eixo da junta coincide com o eixo longitudinal dos elos,
como se ilustra na Figura 4.3 do lado esquerdo. Este tipo de arranjo de junta colinear rotacional é muito
usado em punhos de manipuladores. No caso dos elos terem o eixo de rotacdo perpendicular ao seu eixo
longitudinal (Figura 4.3, lado direito), estamos em presenca de um arranjo muito comum para cotovelos, ou

seja o eixo da junta é ortogonal.
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Figura 4.3 - Eixo de junta colinear e ortogonal em juntas rotacionais

Eixo de uma junta prismdtica

Para juntas prisméaticas a abordagem é semelhante. Existem os casos de junta colinear ou junta

ortogonal, conforme se ilustra na Figura 4.4, do lado esquerdo e direito, respectivamente.

/

/.

Figura 4.4 - Eixo de junta colinear e ortogonal em juntas prisméticas

4.2.2 Os quatro parametros de elos e juntas

Um elo é um elemento rigido que mantém fixas as relagdes entre juntas sucessivas e pode ser
caracterizado com um determinado ntimero de pardmetros geométricos/cinematicos no que diz respeito a
transformagéo geométrica que opera. Os elos intermédios sdo delimitados por duas juntas; a que o precede
na série de ligagoes designa-se aqui por junta anterior, e a outra designa-se posterior ou seguinte. Excepcoes
devem ser levadas em conta para os elos extremos do manipulador, onde s6 ha uma junta delimitadora.
Apresenta-se de seguida uma defini¢do conceptual de cada um dos quatro parametros cineméticos, a qual se
junta uma defini¢édo formal que serd usada mais adiante, a propésito do Algoritmo de Denavit-Hartenberg.
Para se compreender a defini¢do formal recorre-se a uma a simbologia prépria, a saber:

O;— Ponto de origem do sistema de coordenadas 1.

zi N xi— Ponto de intersec¢do entre o eixo zi e 0 eixo x;

WL — Distancia do ponto O;ao ponto Z; medido ao longo do eixo xi

i

(i, 2 )| v~ Angulo medido da direcgéo de x;para a direcgdo de z em torno do eixo yi

Comprimento do elo (I)

Distancia medida ao longo da normal comum entre os eixos das juntas. Traduz o conceito de

afastamento linear entre os eixos das juntas. Formalmente: [; = (z;_; N z;),0;|, .
i

1 Alguns autores preferem usar a letra a para designar este parametro.
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Distdncia entre elos ou deslocamento de juntas (d)

O deslocamento de juntas traduz, em geral, a distancia entre elos medida ao longo do eixo da junta

anterior. Defini¢do formal: d; = O;_; , (z;_1 Nz )|Z_]

Angu]o de junta ()

Angulo definido normalmente entre o eixo de um elo e o eixo do elo seguinte. Defini¢do formal:

Gizé(xFl , xl)

“i—1

Angulo de tor¢do do elo (a)

Angulo de tor¢io que o elo impde desde o eixo da junta anterior até ao eixo da junta seguinte.

Defini¢éo formal: a; = 4<zi_1 , zl)
II

4.2.3 Alguns exemplos de elos

De seguida apresentam-se varias geometrias de elos com o intuito de ilustrar os diversos parametros

que afectam a cinemaética de um manipulador. A defini¢do dos sistemas de coordenadas ndo é muito rigida a

excepcio da defini¢do do eixo zz que coincide com o eixo da junta, como convencionado. O n-ésimo elo e a sua

junta anterior (m-ésima) sio responsaveis pela definicio do sistema de coordenadas n que se considera

solidario com o elo. O sistema de coordenadas (n-7) é aquele sobre o qual opera a junta n e o respectivo elo n.
Desse modo, o sistema de coordenadas 0 (zero) é o primeiro de todos e refere-se a base fixa do manipulador.

Regras adicionais serdo propostas mais adiante de uma forma estruturada para a defini¢do do

algoritmo de Denavit-Hartenberg. Em todos os casos seguintes, o elo é o n-ésimo da cadeia.

In#0

dn=0

On = variavel
On = 0

Figura 4.5 — Exemplo 1 de elo — juntas rotacionais paralelas
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Junta n+1

Yn-1

Junta n

Zn1

=0

dn#0

On = variavel
oan =0

Figura 4.6 — Exemplo 2 de elo: juntas rotacionais paralelas com desalinhamento

Yn-1

Junta n

~ Juntan+1

Juntan

In#0
dn = 0
On = variavel
an #0 (-90°

In#0
dn 20
On = variavel
an #0 (-90°)

Figura 4.8 — Exemplo 4 de elo: juntas rotacionais ortogonais e com desalinhamento
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Lh=0
dn0
On = variavel
on %0 (+90°)

-

Junta n+1

Yn-1

Figura 4.9 - Exemplo 5 de elo: juntas rotacionais ortogonais (2° tipo)

ln =0
dn # 0 (variavel)
Bn = 0 (+90°

X 0
Juntan+l on #0 (+90°)

& =0
\ dn = variavel
Y
\\ " 0= 0
an #0 (+90°
Junta n

1 Junta (n+1
Vil Xn-1 (n+1) Xn

Figura 4.11 - Exemplo 7 de elo: junta prismética e rotacional, ortogonais (2° tipo)
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Parametros aparentes:

=0
dn = variavel
Junta (n+1) 0, =0

on #0 (+90°

A tragco mais grosso indicam-se os
reais parametros nio contemplados de facto
nos 4 parametros cinematicos aparentes

acima indicados.

Parametros aparentes:
Lh=0
dn#0
On= 90° + variavel
on #0 (+90°)
A tragco mais grosso indicam-se os
reais parametros néo contemplados de facto
nos 4 parametros cinematicos aparentes

acima indicados.

Figura 4.13 - Exemplo 9 de elo. Geometria mais elaborada com juntas rotacionais ortogonais

Os casos representados na Figura 4.12 e na Figura 4.13 sdo os mais complexos de todos os
apresentados aqui, e uma aplicacdo simplista das regras usadas nos casos restantes mostrar-se-ia
insuficiente porque aparentemente faltaria um termo de translagdo. Na verdade, uma escolha mais
criteriosa de dois parametros permitiria obviar esse problema. Na referidas figuras ilustra-se a trago mais
grosso (e de cor diferente) essas medidas a ter de levar em conta; bastaria repensar, por exemplo, os
parametros dn e on. Note-se que em algumas situagdes, como é o caso da Figura 4.12, a defini¢do da matriz
de transformacio é simples (translacdes e rotacdes simples e bem definidas), e prescindiria de todo este

processo de o recurso aos parametros cinematicos.
4.2.4 Os parametros cinematicos variaveis

Obviamente que os parametros cineméticos nio sdo sempre todos constantes, sendo a transformacio
geométrica seria constante, e portanto o manipulador imével. Dos quatro parametros indicados dois estdo
associados & componente mével (untas); sdo as varidveis de junta. Se uma junta for rotacional, a variavel de
junta é o angulo de junta 0i. Se a junta for prismatica, a variavel de junta é o deslocamento da junta, ou
distancia entre elos, di.

A tabela seguinte resume os conceitos mais importantes sobre os paradmetros cineméticos.
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Parédmetro Simbolo roE]aucri](t)?]al priiﬂ:;ﬁca Defini¢ao formal
Angulo de junta 6 variavel fixo b, = 4(%_1 ; %)LH
Deslocamento de junta d; fixo variavel | di = 0,1, (20 Ny,
Comprimento do elo l; (&) fixo fixo L= (zaNx), 0 .
Angulo de torgéo do elo o fixo fixo @ = 4(%71 v % ) .

Tabela 4.1 - Tabela dos pardmetros cineméticos

Para efeitos de uma abordagem genérica, diz-se que o vector variaveis de junta é designado por q e
dado pela seguinte expressio:

T 0, < rotacional

> 4; =

1= % " - d, < prismdtica

4.2.5 Transformacéo 77A; associada a um elo

Depois do exposto é imediato concluir que o elo 7 associado a sua junta 7, realiza uma transformacio
geométrica, dando origem ao referencial i+1, que pode ser decomposta nas quatro operac¢des elementares:
O Rotacdo i em torno do eixo da junta (zi-1)
O Translacdo “longitudinal” ao longo do eixo do elo (xi) do seu préprio comprimento (I;)
O Translacdo “transversal” ao longo do eixo da junta (zi) do afastamento entre juntas (d;)
0O Rotacdo ai do eixo da junta (zi) em torno do eixo longitudinal (xi) do elo
Repare-se que estas transformacdes elementares surgem concatenadas em sequéncia, e por esta
ordem, se bem que as translagdes possam comutar entre si, o que significa globalmente obter-se uma

transformacio final por pés-multiplicacdo sucessiva, resultando na matriz “/A;ou mais simplesmente, A}

A, = Rot(z,6, ) Trans([,,0,0) Trans(0,0,d; ) Rot(z,q; )

6, —S$6, 0 0][1 0 0 L1 0 0 0
S6, ¢o, 0 0ll0 1 0 0|l0 Ca; —Sa, 0
A=10 0 o000 1 dlo Sa, Ca o0
0 0 o0 1o 00 1[0 0 0 1
co, -50.Ca; 80.Sa, 1C0,
S50, C9Ca;, —COSa, IS0,
A=l Sa, Ca, d, @D
0 0 0 1

Os elos de um manipulador sdo numerados a partir da base e o primeiro elo (mével) é o elo niimero 1
que se segue a primeira junta, ou junta nimero 1. A base fixa é designada o elo 0. Sistema de coordenadas 0
(zero) serd aquele a partir do qual se faz toda a transformacdo geométrica do manipulador. H4
frequentemente mais do que uma possibilidade de o fazer, conforme o interesse do problema. A Figura 4.14
ilustra duas possibilidades alternativas (a segunda a tracejado) para definir o sistema de coordenadas inicial
(zero) de um manipulador do tipo PUMA com 6 graus de liberdade: 6 juntas, 6 elos (méveis mais uma base

ou elo 0). Deve referir-se que haveria ainda vérias outras possibilidades de escolher os sistemas de eixos.
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Link 0

Joint 4 ———

Link 5

Link 6

Xo

Figura 4.14 - Elos e juntas de um manipulador do tipo PUMA. Assinala-se a tracejado uma alternativa para o sistema
de referéncia.

4.3 Atribuicio de sistemas de coordenadas

4.3.1 Exemplos simples de sistemas de coordenadas

Apresentam-se agora dois exemplos de atribuicdo de sistemas de coordenadas e a determinagio de
parametros cinematicos de coordenadas em dois manipuladores simples com dois graus de liberdade cada.
Antes de mais defina-se que a posicdio zero de um manipulador (Zero ou Home Position) é aquela em que as
varidveis de junta estdo nos seus valores 0. Ou seja, as juntas rotacionais estdo alinhadas com a referéncia e
as juntas prismaticas estéo recolhidas.

Um manipulador planar a 2 DOF

YOT Y1T \
X2
—>
Elo 0 a | d
1 0, 0 Iy 0
Zp 2 0, 0 I, 0
1 l, ~

Figura 4.15 - Sistemas de coordenadas e pardmetros cinematicos de um robot planar a 2 DOF

O manipulador planar a 2 graus de liberdade (degrees of freedom - DOF) é o mais simples dos
manipuladores interessantes, e a atribuicdo de sistemas de coordenadas é relativamente 6bvia; bastara
atender ao eixo das duas juntas, e o resto sai naturalmente. Outras configurages seriam possiveis mas sem
vantagens adicionais. Podemos agora determinar as suas expressdes de cinemdtica directa usando a relagdo

(4.1) e fazendo as simplificaces de escrita C1 = C01 e S1 = S01:
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C, —S,C(0) 8,50 1-C] [C, —S 0 IC,
S, CC0) —CS0) -S| |S € 0 18
A=y s C(0) 0o | o 1 0
0 0 0 1 0 0 1
Multiplicando as expressdes obtidas vira:
c, —S, 0 LC,C, -8
e S, ¢ 0 1ss, ¢,
2 #=1o o0 1 00 o
0 0 0 1
c,C, — 8,8, —C,S, —S5,C, 0
o, $,C, +CS, =85, +CC, 0
0 0 1
0 0 0

Que, fazendo Ci2 = C1+2 = C(01+02), podemos simplificar em:
LC, + 140
LS, + 14,5,

012 _512 0

Rp  _ 512 012 0
a 0 0o 1

0 0 0

0
1

0 14,0,
0 1,5,
1 0
0 1

0
1

2 *SQ 0 1202

» G 0 LS,
0 0 1 0
0 0 0 1

LC,Cy — 1,S,S, + 1,C,
120251 + 125201 + llsl

(4.2)

Analisando esta matriz podemos desde logo individuar as coordenadas (x,y,z) do end-effector do

manipulador. Dada a simplicidade do manipulador, era possivel obter estas mesmas coordenadas por andlise

geométrica directa como se demonstra na Figura 4.16. Porém, a matriz de transformacido além de ser

genérica, possui mais informacdo. Por exemplo, dela se extrai também que a orientagio do sistema de
Cr2lT,

respectivamente. Mais uma vez é claro que estas orienta¢ées também se deduziriam pela analise geométrica,

coordenadas da mao (xm,yn) aponta nas novas direccdes dadas pelos vectores [Cio

mas nio de forma tao directa.

Coordenada x do extremo do manipulador:
x = L cost + L, 005(91 + 92) = LC, + L,C\,

Coordenada y do extremo do manipulador:
y = L;sin6, + Lysin(6, +6,) = LS, + L,S,,

y A

/
/ e
/ e
4 3 g
b 2.

L cos (0,+0,)

S12lT e [-Si2

Figura 4.16 - Coordenadas para um manipulador planar a 2 DOF

X

>
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Um manipulador ndo planar a 2 DOF
Y1 L,

Z1 Elo 0 o | d
1 0, +90 0 L1
0, 0 Lo 0

Figura 4.17 - Sistemas de coordenadas e pardmetros cinemadticos de um robot de 2 DOF no espaco a 3D

O manipulador 2 DOF no espaco 3D, embora simples, ja exigiu mais alguma atenc¢éo na atribuigdo
dos sistemas de coordenadas. Vejamos, por exemplo, o caso do referencial da base. Se xo néo tivesse a
direccdo indicada e apontasse ao invés na direc¢io simétrica de yo (indicado), e dada a direc¢io apresentada
por x1, o angulo de junta 01 (que se mede de xo para x1 em torno de zo) teria de ter um termo constante que
seria neste caso +90° ou seja (01+90°! S6 assim se garantiria uma expressio correcta do referencial da mao
em relacdo ao referencial de origem (xo, yo, zo). Repare-se também que neste manipulador ja h4 distancia
entre elos, d1 = L1.

As expressoes para obter a cinemadtica directa sido as seguintes:

C, —S,C(90) S,5(90) 0-C,] [C, 0 S 0
S, C,C(90) —C,8(9) 0-S,| |S, 0 —C, 0
M=o s con L |Tloor o g
0 0 0 1 00 0 1
C, =8,C(0) 8,5(0) L,-Cy] [C, =S, 0 LG,
S, C,C(0) —CS(0) L-S,| |S, Cb 0 LS,
A=l s C(0) 0o | o o0 1 o0
0 0 0 1 0 0 0 1
C, 0 8 0]C, =S, 0 LC,] [CC, —CS, S,  LCC,
S0 —C, 0[S, C, 0 LS,| |8¢, -5, —C, LSC,
B = (4.3)
01 0 IL|lo 0o 1 o0 S, ¢, 0 LS, +1I
00 0 1//0 0 0 1 0 0 0 1

Como esperado, os resultados sdo um pouco mais complexos, mas mesmo assim verificaveis por uma
analise geométrica. Por exemplo, observa-se que a coordenada z é dada pela soma Lz252+L;:. Se 02 for maior
que zero e menor que 90° ou seja, quando a junta 2 “levanta” o elo que lhe sucede, vé-se que a coordenada z
da posicdo de repouso L; (como indicado na Figura 4.17), é adicionado um termo proporcional ao

comprimento do segundo elo afectado do seno do angulo da sua orientacdo. Outras observagoes similares se

poderiam fazer.
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4.3.2 Algoritmo de Denavit-Hartenberg

Nos exemplos anteriores, a atribuicio dos sistemas de coordenadas foi muito empirica, tendo-se usado
o0 eixo da junta e procurado que os diversos eixos X saissem sempre colineares para facilitar a defini¢do do
angulo de junta, conforme defini¢do ja referida na secgdo 4.2.2.; obter as expressdes da cinematica directa a
partir dos parametros tabelados foi feito sem dificuldades de maior. No entanto, se os manipuladores se
complicarem o procedimento complica-se e dever-se-a recorrer a uma metodologia mais sistematica. O
algoritmo de Denavit-Hartenberg (algoritmo D-H) propde essa metodologia muito bem estruturada para, no
algoritmo da cinemética directa, obter os sistemas de coordenadas e as transformacoes associadas a cada elo
de um manipulador. Para ser aplicado, as juntas tém de estar numeradas por ordem crescente, comegando
pela base do manipulador. Pode ser dividido em 4 etapas fundamentais que se subdividem em varios passos
elementares repetidos parcialmente em ciclos, consoante o nimero de elos do manipulador. Na Tabela 4.2,
que descreve o algoritmo, admite-se que o manipulador tem n juntas e para ele se definirdo n+1 sistemas de

coordenadas, sendo o Gltimo o associado &8 mao ou garra.

1 Estabelecer o sistema de coordenadas (X, Yo, Zo) Na base de suporte, com z, ao longo do eixo
da junta 1. Convencionar Xq € Yo de forma conveniente.
Fori=1to n-1
2.1 Definir eixo junta i e alinhar z; com eixo da junta i+1
2.2 Definir O; (origem do sistema de coordenadas) de um dos seguintes modos:
2 23 Intersecgéo de z; com z;;
’ Intersecc¢do da normal comum entre z; e z;; com z,
2.4 Definir x; = +(z.; % z;)), ou ao longo da normal comum a z;; e z; quando sdo paralelos
2.5 Definir y; = z; x X
Next i
Estabelecer o sistema de coordenadas da mao O, (o Ultimo). Normalmente, a junta n é
rotacional:
3 Z, € colinear com z,.; e a apontar para “fora”
X, hormala z, e z,4
Y, de acordo com o sistema directo usual
Determinar pardmetros de elos e juntas
Fori=1ton
4.1 di =01 5 (z21 Ny, i éavariavel de junta se for prismatica
4 ) B . .
4.3 0, = 4(:1:1.71 ; xl) ; € a variavel de junta se for rotacional
Zic1
4.4 @ :4(%1 ) Zi>T
Next i

Tabela 4.2 - Algoritmo de Denavit-Hartenberg para um manipulador com n juntas

4.3.3 Representacio de Denavit-Hartenberg para um PUMA de 6 DOF

Um exemplo interessante de obtencéo de sistemas de coordenadas por ser visto na Figura 4.18. Trata-
se de um manipulador do tipo PUMA com 6 graus de liberdade, que é um robot com grande expressio
pratica a nivel industrial. O exemplo pode parecer algo elaborado mas, sendo um exemplo extraido da
bibliografia, é relevante que se facam todavia algumas observacdes em relacio ao representado.

e O sistema de eixos (xo, yo, zo) poderia ter sido colocado na base. Isso alteraria apenas um dos

parametros cinematicos do primeiro elo (translacio em z)
e (s eixos X0 e yo poderiam estar rodados +90° em torno de zo. Essa é também uma variante comum.

e Os eixos z1, z2 e z4 poderiam apontar no sentido oposto, que teria como consequéncia sentidos
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opostos para yi1, y2 e y4. A principal diferenca das duas alternativas seria o sentido de rotagéo
positiva para os adngulos de junta para o observador, mas de resto ndo haveria alteracbes que
afectassem a resolucio do sistema.

e O manipulador ndo estd representado na sua posi¢do zero! Para isso os elos deveriam estar
orientados de tal forma que todos os eixos xi fossem paralelos. Ndo estando na posic¢éo zero dever-
se-a ter algum cuidado na determinacio dos diversos dngulos de junta ja que alguns terdo termos

constantes adicionais de +90°, mormente 01 e 03.

Yo (8)

zg (a)

Xg ()

Junta i 0; o
1 90° -90°
2 0 0
3 90° 90°
4 0 90°
5 0 -90°
6 0 0

Figura 4.18 - Exemplo de sistemas de coordenadas para um PUMA de 6 DOF e indica¢io de 6 e a na configuracgio
ilustrada

4.4 Exemplos de construcgido da Cinematica Directa

De seguida apresentam-se dois exemplos de implementacio da cinemética directa de dois
manipuladores usando o algoritmo de Denavit-Hartenberg: um manipulador antropomoérfico de 5 DOF e um
SCARA a 4 DOF.

4.4.1 Um manipulador a 5 DOF (Microbot Alpha II)

Aplicando o algoritmo de Denavit-Hartenberg é possivel chegar a solugdo ilustrada na Figura 4.19

para os sistemas de coordenadas de um manipulador do tipo Microbot Alpha II.
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Elo 0 o | d
1 0, +90° | 0 | La
2 0, 0 Le | ©
3 0 0 Lc | ©
4 0,4000 | +90° | 0 0
5 05 0 0 | Lo

Figura 4.19 - Sistemas de coordenadas para um manipulador antropomoérfico a 5 DOF

As origens O3 e O4 coincidem, pois que O4 é dado pela intersec¢do de z4 com z3. Note-se também que o
robot ndo esta na posi¢do zero e, por isso, a junta 4 tem na defini¢cdo da sua variavel o termo correctivo de
+90°, ou seja, nesta posic¢do inicial, na qual os angulos de junta assumem o valor zero, o eixo x4 ja esta
"adiantado" 90° em relacéo a xz.

Na sequéncia do algoritmo da cinemaética directa basta obter as matrizes de transformacao associadas

a cada elo, usando a expressao (4.1), e pés-multiplici-las em sequéncia. Para a primeira matriz vem:

C, =5C(90) §509) 0-C ¢ 0 8§ 0
A S, C,C(90) —C;§(90) 0-5 _ S 0 -C, 0
! 0 S5(90) C'(90) L, 01 0 L,
0 0 0 1 0 0 1
Para as matrizes seguintes, também é imediato chegar as suas expressoes:
C, =8, 0 Ly-C, C; =S, 0 L,-C;
S, C, 0 Lg-S, Sy Cy 0 L,-S
L0 001 0 ™7 01 0 |
0 0 0 1 0 0 0 1
c(6,+9) 0 S(6,+90) 0] [=S, 0 C, 0 C; =5 0 0
S(0,+90) 0 —C(6,+90) 0 ¢, 05 0 A S, C, 0 0
e 0 1 0 of o 1 0 o o o 1 I
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

A expressdo final da transformacido geométrica do referencial da base para o referencial da méao

obtém-se pela seguinte multiplicacao:
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G 08 0[C, =8, 0 Ly-Gy)[Cy =Sy 0 L.-Cyl(=8, 0 €, 0][C, —S, 0 0

pp |50 0 0NS, G 0 Ly-Slls O 0 LoeSi||c, 008, ofls, ¢ 0 0
#7001 0 L]0 1 0 [0 0 1 0 0 1 0 oflo 0 11,
00 0 1{f0 0 0 1 [[0 0 0 1 0 0 0 1|0 0 0 1

Repartindo o produto em dois termos fundamentais, (A1A2A3)(A4As5), vira:
€,0,Cy - C,8,8, —C\C,S, —C\S,Cp S L (¢,C,Cy — CS,8, )+ L;C\Cy|[-S,C; 8,8, C, L,C,
8,C,Cy — 8,8,8,  =5,Cy8; — §,8,C5 —C, L (8,0,Cy — 8,5,5; ) + LypS,C, || C,C5 =CyS; 5, LpC,

R
T, =
f 5,04 + C,8, —8,8, + C,C, 0 L.(8,C, +Cy8)+LyS, +L, || 55 G 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Ou, recorrendo a relag¢ées trigonométricas, numa forma mais simplificada:
Ciag+Clyy Sy y—Su 28 Lo(Cyy+ Cuy) 2000 [-5,05 5,8, O, LyC,
Ry _ 1S3 + 80y Ciyy —Cigoy =201 Lo (S +8153) + 208G, || 1G5 —C)S; 5, Ly, (4.4)
==
2l 28, 2C,, 0 2(LySyy + LS, + L) S5 G 0 0
0 0 0 2 0 0 0 1

Recorde-se que Ci-23 = cos(01—02—03) e Cizs = cos(01+02+03), etc. O resultado final, por extenso, tem
uma representacio com uma dimensio grafica muito grande e praticamente sem interesse neste momento.
O recurso a meios numérico-computacionais é, por isso, recomendado para a obtengao de valores concretos.

Para efeitos de verificagio admitamos, por exemplo, que todas as juntas tem valor 0, ou seja, a

representacgdo ilustrada na Figura 4.19. Assim, por substitui¢io directa na expressdo anterior teriamos:

10 0 L,+L,J[0 0 1 Ly] [0 0 1 Ly,+L,+L,
0 0 -1 0 100 L, 0 -1 0 0
Ep — =
" 01 0 0 010 O 1 0 0 L,
0 0 O 1 0 00 1 0 0 0 1

Desta expressdo sai que a origem do sistema de coordenadas da mio est4d em (Le+Lc+Lp, 0, La), que
x4 aponta na direcgdo de zo, y4 aponta na direcgdo simétrica de yo, e z4 aponta na direc¢do de Xo, 0 que se

confirma observando a Figura 4.19.
4.4.2 Um manipulador do tipo SCARA (4 DOF)

Um manipulador muito usado na pratica é o SCARA de 4 graus de liberdade, de que se ilustra uma
representacdo na Figura 4.20. As 4 juntas foram numeradas obedecendo a sua ordem de aparecimento a
partir da base. Podem surgir ddvidas, na junta 3, se, na verdade, a ordem é a representada. Esta
representacio assume que a junta rotacional do punho estd apds a junta prismatica, e que é de facto o caso
mais comum. Porém, também se poderia ter o caso que a junta rotacional estivesse "antes" da prismatica,
implicando um sistema mecéanico diverso que realmente suportasse a junta linear "sobre" um elo que poderia
rodar em torno de si préprio. Nesse caso a ordem das juntas seria a inversa da indicada e também os

parametros cinematicos seriam outros, mas o resultado final seria o mesmo.
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Elo 0 o | d

'\ 1 0, | +180° | Lg La

2 0, 0 Le 0

c) 3 0 0 0 ds
(LJ‘ 4 0, 0 0 Lo

. X
¥ E

Xo

Figura 4.20 - Sistemas de coordenadas e pardmetros cinemdticos para um SCARA de 4 DOF

Note-se que na representac¢do o manipulador nfo esta na posi¢do zero. Em especial é notdrio a junta
prismética que, para melhor visualizagio, estd estendida apresentando, por isso, um valor de junta néo nulo.
A metodologia seguida é similar a do manipulador anterior e, assim, a determina¢io das matrizes de

transformacéio é também muito sistemética. Vira portanto:

C, -S,C(180) S,5(180) L,C,| [C, S, 0 Ly
S, C,C(180) —C,S(180) LS, | |S, —C, 0 L8,
A=l sasy caso oz, |T|o o -1 I,
0 0 0 1 o 0 0 1
¢, -5, 0 L, 100 0 ¢, -8, 0 0
A2:S2 R IV ] I L
0 0 1 0o [ ™ o014t |0 0 1 I
0 0 0 1 000 1 0 0 0 1

A matriz final, resultante dos quatro produtos, ap6s simplifica¢ées de indole trigonométrica, é dada
pela expressdo seguinte, onde se convenciona ainda que Cr-2 = cos(01-62), Ci-2-4= cos(01-62-64), etc.:
Cioy Siay 0 Lyl + LGy,
Ry 51—02—4 _01(;2—4 01 LLBSI ZLCS;2 w5
A 3 D
0 0 0 1

Mais uma vez se pode confirmar a sua validade para o caso das juntas terem todas o valor O e, neste
caso, até mesmo para outros valores, dada a relativa simplicidade do manipulador quando comparado com o
Microbot Alpha II, apresentado anteriormente. Assim, pelo menos no que respeita a componente de
translacéio cartesiana (x, y, z), pode-se constatar a veracidade da expressio anterior observando a Figura
4.21 onde se ilustra esquematicamente uma vista de cima do manipulador; note-se porém que desta figura

nao se podem tirar conclusdes relativamente a coordenada z.
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Yo

Le - o v = L,C, + L.C,_,
c }64 y = LypS + LS,

Figura 4.21 - Vista esquematica de cima do manipulador SCARA

4.5 Angulos finais de orientagdo em funcéo das variaveis de junta

Para completar o algoritmo da cinematica directa delineado na sec¢do 4.1.3 falta ainda o seu ultimo
ponto, que é determinar os dngulos de orientac¢éo final do sistema de coordenadas na méo, ou, se se preferir,
os angulos de Euler. Como visto num capitulo anterior, existem diversos tipos de dngulos de Euler sendo
dois deles mais comuns, dos quais se escolhe o caso RPY para ilustrar esta parte final do algoritmo. Note-se
todavia que o procedimento seria estritamente o mesmo para qualquer outro tipo de angulos de orientagéo
(Euler) porque nos baseamos afinal na matriz de transformacfo associada. O problema que estd aqui em
causa é o de determinar os angulos de Euler a partir dos elementos da matriz de transformac¢do do

manipulador.
4.5.1 Comparacio da matriz RPY(¢,0,y) coma parte rotacional da matriz RTx

A expressdo genérica de transformacio global no espago a 6 dimensdes, usando angulos RPY, é dada
por:
transformag¢ao

transformag¢ao

RT —

y = Trans(p,,py, p. ) RPY (¢,0,9) =

de translagao||de orientacdo
= Trans(px,py,pz JRot(z,¢)Rot(y,0)Rot (z,v) = (4.6)
CopCH —SpCy + CPpSOSYy  SpSyp + CpSOCYy  p,
S¢CO0  CeCy + S¢S0Sy  —CpSy + SpS0Cy  p,
-S0 cosy cocy D,

0 0 0 1

A matriz de transformagdo do manipulador resulta do produto das transformagdes intermédias dos N

elos e pode ser expressa do seguinte modo:

Ny S Gy Py
RT:AAAznzt/Syaupy:ﬁgaf’
H 17720 N n, s, a, p, 00 0 1
0O 0 0 1

Se o vector p tem um significado de imediato entendimento (coordenadas da origem do sistema da
mao medidas no sistema de origem), o mesmo néo se aplica aos trés vectores individualizados na expressio
anterior, 1, S, @, e que estdo associados a orientacdo do sistema de eixos da mio em relacio ao sistema de
referéncia de base.

Para se entender melhor o significado destes trés vectores fazem-se as atribuicdes ilustradas na
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Figura 4.22. O vector a é designado por vector aproximacdo da mio, e tem uma direccdo que é normal a
palma da mio; o vector S é designado vector escorregamento ou deslizamento da méao (sliding) e tem a
direccio do movimento dos “dedos”; o vector 1, finalmente, completa o sistema directo de coordenadas, e é

designado por vector normal aos “dedos” da mao.

Figura 4.22 - Orientagéo do sistema de coordenadas da méo

Assim, por simples comparacgio das expressdes indicadas anteriormente, pode-se escrever, por

exemplo, o seguinte:

n, = —sinf 0 = arcsin(—n, )
s, = cosfsiny = {1 = arcsin(s, /cosf) (4.7
n, = sin¢ cos 6 ¢ = arcsin(n, /cosf)

Ficam assim determinados os angulos de Euler com base na matriz de transformacio do manipulador
como se pretendia. Adiante-se desde ja que esta ndo é uma boa solugdo do ponto de vista numeérico, como se

explica na préxima sec¢io.
4.5.2 Limitacdes de preciséo e reformulacao

Na secgdo anterior, nomeadamente na ultima expressdo dos angulos de Euler, nota-se porém que,
quando o angulo 6 tendo para 90° o co-seno de 0 tende para 0, e algumas das expressées correm o risco de
perder precisdo em cdlculo numérico. Uma hipétese alternativa é utilizar mais igualdades extraidas das
duas matrizes e usé-las aos pares de forma a minimizar esse risco de imprecisio numérica. Poderemos entéo

ter as seguintes igualdades:

n, = —siné

z n, = cos¢cosf s n

s, = cosfsiny e . = # =arcsin(—n,), = =tany, < = tan¢
n, = sin¢cos 6 a, Ny

a, = cosfcos

A funcdo tangente inversa (arco-tangente) afigura-se menos sensivel as imprecisdes dos termos da
matriz de transformacio do manipulador, quer porque eventuais erros sistematicos nos termos se atenuam
na divisdo (s/as etc.), quer porque o dominio da funcdio arco-tangente é infinito e portanto sem risco de
indefinigéo.

Porém, a obtencdo dos angulos com recuso a fungdo arco-tangente apresenta um outro problema
ligado a determinacdo do quadrante do angulo em causa. Por exemplo, se a-= s:= -1 entdo o quociente s/a-
resultaria igual a 1 e portanto y = 45° Ora, ao ponto (-1,-1) corresponde um raio-vector com o angulo de —
135°. Este erro de 180° representa o préprio periodo da funcio tangente e tem de ser levado em conta no
calculo. Assim, uma aplicacdo “cega” da funcdo arco-tangente podera ser incorrecta; é por isso que se deve
atender ao quadrante do “ponto” antes de calcular a arco-tangente. Muitas aplica¢ées de “software”
numérico recorrem a fun¢do arco-tangente com dois argumentos em vez de um s6; existe a vantagem
adicional de poder lidar de antemfo com quocientes onde o divisor seria 0. Nomes como atan(y,x) ou

atan2(y,x) sdo muito comuns para esta funcio. A Tabela 4.3 define a funcio atan2(x,y), tal como é
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implementada na grande maioria das aplicagdes de “software”.

Condicdo Definicéo Quadrantes

x>0 arctan ¥ 1°e 40

T

. s

Xx=0Ay=0 sign (y) - 3 Eixo das ordenadas
Xx<0 arctan£+sign(y)~7r 20e 3°

T
X=0A y= 0 Nao se define, mas o valor 0 é por vezes atribuido

Tabela 4.3 - Defini¢do da funcéo atan2(y,x)

Para alguns manipuladores, ou algumas configuracbes especificas, as expressdes extraidas das
matrizes de transformacdo, pelas varidveis e termos que incluem, ndo se proporcionam ao uso directo da
fungéo arco-tangente. Nesses casos, podera o problema ser reformulado usando uma técnica relativamente
simples: a de reorganizar a equa¢io matricial por pré- ou pdés-multiplicacdo de transformacées parciais, ou

seja, passar, por exemplo, da férmula:
"T, = Trans(p,,p,,p. ) Rot (2,¢) Rot (y,0) Rot (z,1)
a férmula:
Rot™" (z,¢)Trans™" (p,, py: p. ) T, = Rot(y,0)Rot(z,7)

Usando propriedades apresentadas anteriormente, podemos obter as expressdoes das matrizes

inversas de uma forma muito imediata:

Cop —S¢ 0 0] Cd S¢p 0 0
Rot (50 — S¢ C¢p 0 0 _ —S¢ Cop 0 0
’ 0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01
10 0fp "
01 O%py
Tmnsfl(pwpy’pZ): 00 1 *pz =
ooo'o
O que resulta em:
Cop S¢p 0 —p.lin, s, a, p, cg 0 S6 0][1 O 0 O
-S¢ Cp 0 —p,||My S G Py 0 1 0 0|0 Cy =Sy 0
0 0 1 —p||m s @& p.|7|=59 0 CO 0|0 S Cv 0
o o0 o 1|0 0 01 0 0 0 10 0 0 1

e finalmente:

n,Co +n,S¢ s5,C¢ + 5,59 a,Co+a,Sp 0 ce  S6Sy S0Cy 0

ny,Co — n, 8¢ 5,06 — 5,56 a,Cp —a,S¢ 0 0 Cv =S¢ 0
0 0
1 1

(4.8
nz SZ a’Z

|80 oSy Cocy

0 0 0 0 0

Podemos agora repetir o processo ja levado a cabo anteriormente (comparar as matrizes termo a

termo) e extrair mais alguns resultados. Assim, poderemos obter sucessivamente os angulos ¢, fe v
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parag¢: n,Cp—n,S¢ =0 = ¢ = arctan&

T

n,Co + n,S¢ = CO _n

para 6: ‘ n. :_S9:9:arctanm
s, = COSY s

para y': [az — cocy =) = arctani

Note-se porém que hé outras expressées que poderiam ser usadas. O que ficou assim garantido foi o
recurso exclusivo da func¢io arco-tangente em detrimento de arco-seno ou arco-co-seno. Nas expressoes
acima, onde se 1é arctan, assume-se atan2, na defini¢édo dada.

4.5.3 Exemplo de aplicagdo a um manipulador com 2 DOF em 3 dimensées.

A matriz de transformagdo para o manipulador descrito na Figura 4.17, como derivado na ocasido, é

dada por:
G0, =G5, 5 LG\ G, Ny Sy Ay Py
Rp 8,6, =55, —C LS, _ My Sy Gy Py
" S, C, 0 LS, +L| |" & @& D
0 0 0 1 00 0 1

Assim, para esse manipulador, determinem-se os seus angulos de Euler, isto é, a sua orientagdo no
espago cartesiano relativamente ao referencial da base. Aplicando os resultados da secgdo anterior

poderemos obter, por simples substituicio, o seguinte:

n, S.C.
¢ = arctanﬁ = ¢ = arctan 011022 = arctan(tan 91) =0
—n -5 =S
0 = arctan — 2 = 0 = arctan —— 2 — arct 2 _ g
arcannICqﬁJrnySqﬁj arcanClCQClJFS10251 arcan02 7 2

P = arctanZ—Z:M/J = arctan(CQ,O) = g (ou -n/2 se |0] > n/2)

z
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5. Cinematica Inversa

5.1 O Problema

Enquanto a cinematica directa resulta do desenvolvimento imediato das expressdes do manipulador,
a cinemdtica inversa procura determinar o conjunto de valores das juntas que se adequam a uma dada
configurac¢do do espaco operacional ou cartesiano. A cinematica inversa pode ser vista conceptualmente como
o conjunto de processos para determinar as funcbes inversas do sistema das expressbes da cinemadtica

directa. Ou simbolicamente: F = F(ﬁ), 4= Ffl(F), F':R" > R® . Graficamente o problema entende-se

pela observacio da ja anteriormente introduzida Figura 5.1.

Cinemética
directa
v
Espaco das Espaco
juntas (q) cartesiano (r)
A
Cinematica | _

inversa

Figura 5.1 — As cinemética directa e inversa e a relagdo dos espagos

A cinemaética inversa nem sempre é um problema com solucéo analitica, ou por vezes nio tem mesmo
solucio! Mais complexo ainda é o facto de ndo haver uma metodologia tnica de aplica¢do directa. Nao sera
esse um problema grave porque as solugdes de interesse pratico estdo ja todas bem estudadas e s6 em casos

especiais serd necessario conceber novas solugoes.
5.1.1 Resoluc¢do para um manipulador RR no plano

Dos manipuladores com interesse pratico o caso mais simples é o do manipulador planar a dois graus

de liberdade (2-DOF). Ilustra-se de seguida o processo de determinar a sua cinematica inversa, quer dizer, o

valor das suas juntas 01 e 82 em funcéo da posicio (x,y) da sua extremidade.

A (xy)

Figura 5.2 - Manipulador planar a dois DOF

Partindo das equagbes da cinemaética directa, que sdo de facil formulagao, e que foram anteriormente

deduzidas, o processo é o seguinte:
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x = L cost + L, cos(@1 —1—92)

y = L sinf, + L, sin(@1 +92) 6.1
Elevando ambos os membros das duas expressées ao quadrado, e adicionando-os, ficara:
22+ = L? cos? 0, + L? sin? 0, +
+L sin® (6, +6,) + L2 cos® (0, + 6,) +
+2L, L, cos 0, cos (6, + 6,) + 2L, L, sin 6, sin (6, + 6, )
Vir4 entéo sucessivamente:
22 4+ = Lf + Lf + 2L L, [cos 0, (cos 6, cosf, — sinb, sinb, ) + sinf, (sin6, cosf, + sinb, cos 6, )]
22+ = Lf + Lf + 2L, L, (0052 0, costl, — cosf), sin 6, sinf, + sin? 0, cos 6, + sin 6, sin 6, cos 0, )
22 492 = Lf + Lf + 2L, L, cos 0,
0, = +arccos 2+ y;L_LL? — I (5.2)

114
Pode verificar-se desde ja a existéncia matematica de duas soluc¢des para 0z. reforcada pelo sinal + na

expressdo (5.2).
A obtengdo de 01 ndo é tdo imediata e uma solucdo possivel passa pelo recurso a tangente

trigonométrica de uma diferenca angular, como se pode observar de seguida:

A (x.y)
tan A — tan B
tan (A4 - B) = 1+ tan Atan B
tan § = L, sin 0,

L, + L, cos?,

| tana:g
z

Figura 5.3 - Angulos auxiliares para determinacéo da
cinemética inversa do manipulador RR

Na Figura 5.3, como 0| = a — 3, vir4, pela relagao da tangente da diferenca, o seguinte:

v Lysind,

x L + L, cos, y(L, + L, cosb, ) — zL, sin 6,

tan(a — ) = tan(6, ) = 1 2 2 1 2 2 2%
) 1+ﬂﬂ z(L, + Ly cosb, ) + yL, sin 6,

x L + L, cos0,
ou seja
y(L, + L, cosb, ) — zL, sin b,

5.3
z(L, + L, cosb, ) + yL, sin, 6.3

0, = arctan

5.1.2 Resoluc¢do para o manipulador RR a 3D

E também possivel resolver a cinemdtica inversa de um outro manipulador ja introduzido
anteriormente no estudo da cinemética directa. Trata-se do sistema RR no espaco a 3D que se ilustra na

Figura 5.4 e onde também se apresenta a expressdo da cinemaética directa conforme derivado anteriormente,
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igualada a matriz de transformacdo geral que indica a postura no espaco operacional com posi¢do e

orientagoes.
Vi
0 £ X2 ¢,c, =05, 5 L,C\C, Ny S Ay Py
- R 5102 _5152 _Cl L25102 n[é/ Sﬁl/ ai’/ p‘/
i S, c, 0 LS, +IL Ny Sy a4y P
0 0 0 1 0 0 0 1

Figura 5.4 - O manipulador RR no espago 3D

Mesmo restringindo-se ao uso de componentes de posi¢io na matriz de transformacio geral (por
serem em geral mais faceis ou explicitas de obter na pratica), a resolucéio é imediata para a variavel 01 apds

a divisdo entre dos termos respeitantes a posi¢io px e py:

L,C\C) = p, Dy Py
= tanf, = —~= 0, = arctan — (5.4)
L,5,Cy = py Dy Dy
A obtencdo de 02 pode ser imediata se se considerarem as componentes de orientacdo, bastando

atender a n; e s; e a arco-tangente do seu quociente mas, com base no termo p, da posi¢ao, viria também:

. D — Ll

= arcsin ———
L,

0

; (5.5)

A expressdo (5.5) pode todavia apresentar limitacdes de precisdo numérica quando o valor de p,-L1 for
muito préoximo de L2 ou mesmo se tiver erros sistematicos na sua avaliagio, isto é, ndo se estd a usar uma
funcio de arco-tangente com os seus beneficios numéricos como descrito anteriormente noutro capitulo. Mais

tarde apresenta-se outra solugao para este manipulador em que esse problema se resolve.

5.1.83 Métodos e condicbes de existéncia de solugdes.

A resolucio analitica apresentada para o caso RR planar ou o RR no espaco nem sempre pode ser
facilmente estendida a mais graus de liberdade ou dimensdes. Existem varios métodos alternativos na
literatura dos quais se destacam os seguintes:

e Transformacdes inversas (Paul et al., 1981)

e Matrizes duais (Denavit, 1956)

e Quaternions duais (Young & Freudenstein, 1964)

e Métodos iterativos (Vicker et al., 1964)

e Abordagens geométricas (Lee & Ziegler, 1984)

Em qualquer dos métodos ha porém varias condi¢des e situagdes para a existéncia de solugdes, e das
quais se destacam as seguintes:

e O ponto no espaco operacional deve estar no espaco de trabalho

e Naio se deve exceder os limites fisicos das juntas

e Para haver solucéio analitica (num caso de 6 eixos) é suficiente que 3 eixos de juntas sucessivas se

intersectem ou sejam paralelos (Solucéo de Pieper)
5.1.4 A redundéincia cinemAitica

Quando um manipulador pode atingir uma dada posigdo no espago com mais de que uma configuragéo

das juntas, diz-se que ha redundéancia. Diz-se que uma redundéancia é uma posicéo alternativa devido a uma
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junta, e se for N o nimero de redundéincias entdo o nimero de solugdes é dado por 2N. Se o niimero de
solugdes for maior que o ntimero de juntas entfdo a resolucdo da cinemadtica inversa do manipulador pode
trazer dificuldades adicionais, como a impossibilidade de obter uma solu¢do. No exemplo anterior do
manipulador RR planar as solu¢ées matematicas sdo de facil interpretagdo graficamente, como ilustra a

Figura 5.5.

Figura 5.5 - Redundéncia no robot RR planar

Matematicamente a existéncia de redundancia detecta-se normalmente pelo aparecimento da fungédo
arccos(x) ou de radiciacio (Vx).

A situacao de redundéancia pode ocorrer quando hd mais graus de mobilidade do que os necessarios.
Manipuladores com mais de seis graus de liberdade sdo ditos infinitamente redundantes. Na Figura 5.6
ilustram-se as 4 solucdes classicas de um manipulador antropomérfico (cotovelo-em-cima ou cotovelo-em-

baixo, ombro-a-direita ou ombro-a-esquerda)

Cotovelo em cima Cotovelo em cima Cotovelo em baixo Cotovelo em baixo
ombro a esquerda ombro a direita ombro a esquerda ombro a direita

Figura 5.6 - As quatro solugdes de um manipulador antropomérfico usando s6 as juntas primarias

Quando o manipulador tem um ntmero infinito de configura¢des para uma dada posicdo da mio diz-
se que se atingiu uma situacéo de degeneracio. Casos mais comuns sdo o do manipulador RR planar de elos
iguais para a mao no ponto (0,0), ou ainda numa situacio em que o punho do robot fique com dois eixos

colineares e alinhados (Figura 5.7).

»
|

Figura 5.7 - Tlustragsio de duas situagdes de degeneragio: h4 um niimero infinito de combinagdes de (61,82) ou (04,0e),
respectivamente, para o end-effector nas configuragdes indicadas.
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5.2 Algoritmo para uma Heuristica de Cinematica Inversa

Dadas as dificuldades para a obtencdo da cinematica inversa para um caso geral, o que se propde

usualmente é o de seguir um conjunto de regras de forma a obter uma dada heuristica (descoberta) em que

0s pontos principais sio os seguintes:

1- Equacionar a matriz de transformacio geral e a matriz de transformacio do manipulador

2-  Procurar em ambas as matrizes:

- Elementos que envolvam um sé variavel de junta

- Pares de elementos que, quando divididos, produzem uma s6 expressio numa variavel de

junta (e que se possa usar a funcio atan2 de preferéncia)

- Elementos ou suas combinagoes simplificaveis trigonometricamente

3- Equacionar elementos nas duas expressées

4- Repetir o processo para todos os termos identificados em 2

expresséo de transformagéo geral

Compara a expresséo de transformagéo geométrica do manipulador (A1A2...An) com a

;

Procurar elementos
a) que envolvam uma sé variavel

(que possa usar a fungdo atan2() de preferéncia)

—» b)pares de elementos divisiveis que resultem numa expresséo a uma variavel

c) elementos ou combinagdes de elementos simplificaveis trigonometricamente

)

Resolver todas as equacdes identificadas no passo anterior

Alguma solugéo sofre de risco
de imprecisdo numérica ou
mesmo indefinicdes?

Solugdes
imprecisas

2

Tentar usar as componentes do vector de translagéo (p) mesmo
que néo tenha variaveis isoladas

Sim

v

Pré-multiplicar a equagéo matricial pela inversa de A1
ou
Pés-multiplicar a equagao matricial pela inversa de An
e repetir esse processo para as restantes Ai até se esgotarem

Falta solugéo
para alguma das variaveis de
junta ?

simp

Recorrer as soluces
imprecisas rejeitadas
anteriormente...

PR

I

e ainda houver variaveis de junta por resolver)
é provavel que seja fisicamente impossivel
chegar a solucéo para o manipulador
em causa

...e definir as zonas de
funcionamento sem risco.

Figura 5.8- Algoritmo para uma heuristica de cinemética inversa
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Nem sempre os passos apresentados sio suficientes ou mesmo os ideais para obter as expressdes para
todas as varidveis de junta. Nesses casos é necessario recorrer a alguns artificios de manipula¢ido de
expressoes como o recurso a pré-multiplicacdo pela inversa de uma componente do produto AiAs...An. Na
Figura 5.8 apresenta-se um algoritmo com os passos para um procedimento mais completo visando a

obtenc¢do das expressdes para todas as variaveis de junta de um manipulador.
5.3 Recurso a transformacées inversas e comparagio dos elementos matriciais

Uma das técnicas possiveis para chegar a expressées de cinematica inversa, inclusive no ambito do
algoritmo genérico delineado na Figura 5.8, é o de recorrer as transformacdes inversas com o objectivo de
obter expressdes mais facilmente soltveis. Ou seja, partindo da expressdo matricial da cinematica do
manipulador RTH =AA,.A,, que leva ao conjunto de equagdes da cinemdtica nas varidveis e
parametros de juntas, elos e espago operacional, reorganiza-la com a expectativa de obter expressoes
individuais mais interessantes. Isto equivale a dizer que uma primeira reorganizacdo seria
RTH A = AA, A ou em seguida RTH AT -A;il =AA, A e assim por diante

n—12 n—27

enquanto possivel ou favoravel, ou respectivamente por pré-multiplicagdo, isto é, passar para
A7l BT,y = A, A, e sucessivamente.
Exemplifique-se o processo pré-multiplicacido pelas inversas com o manipulador RR no espaco a 3D

descrito anteriormente (Figura 5.4), relembrando de um capitulo anterior as matrizes dos dois elos:

c 0§ 0]C, =S, 0 LC, cc, -C8S, S L,C,C,

[)T2 — A A, = S 0 =C, 0|8, C, 0 LS, _ S,C, =S85, —-C,  LSC,
01 0 L0 0 1 0 S, c, 0 LS, +1
0 0 O 110 0 0 1 0 0 0 1

Neste caso, vai-se recorrer a pré-multiplicacio, ou seja, obter-se-a: Afl . OTZ = A,, ou, de forma

desenvolvida, vird sucessivamente:

¢, 0 S o]t c, =S, 0 L.,
S, 0 —C, 0 i s &8 p S, C, 0 LS,
ATL.0T — A ! ! - 5.6
! 2 1o 1 0 L |0 0 01 0 0 1 0 6.6
00 0 1 0o 0 0 1
Cl Sl 0 0 Ny Sy Ay Py C? 5. 2 0 LZ CZ
0 0 1 —Lijn s a py Sy Gy 0 LS,
S, —C, 0 0 |[n s a P T |0 0 1 0
o o o 10 0 01 0 0 1
nﬂgC’l + ’IlySl 5101 + Sysl awC’l + aySl p,C’l + pySl CQ —SQ 0 LQCQ
1, Sz a, pszl S? C? 0 L?‘S?
= 5.7
nl.Sl — ’I'Lycl 3151 — SySI al,Sl — (lycl pLSl — pucl 0 0 1 0 ( )
0 0 0 1 0 0 0 1

Tentando recorrer apenas a termos de posicio (pelas vantagens ja referidas), vird o seguinte par de
expressoes.
POy + 1,5 = LG,

(5.8
p, — L, = L,S,

do qual se obtém imediatamente a expressdo para 02 admitindo que ja se tinha obtido 01, por exemplo,
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usando (5.4):
— L

= arctan ———— (59)

0,
2 C + 1,5,

A vantagem imediata da expressdo (5.9) em relacdo & expressdo (5.5) é que se usa uma funcio arco-
tangente; realga-se portanto que esta técnica das matrizes inversas pode oferecer a possibilidade de solugoes

alternativas, e por vezes até as Uinicas possiveis.
5.4 Solucdo de uma equagdo usual no problema da cinematica inversa

Da expressdo (5.7), entre outras, verifica-se que existe um tipo de equacéo trigonométrica que surge
com relativa frequéncia na determinacio de cinemética inversa, e que se traduz genericamente da seguinte
forma:

ky cosO + kysin@ = k, (5.10)

E por isso importante que se derive uma solugdo genérica expedita, o que se faz de seguida. Seja

0 1-— 1
k =tan—; sabendo que sinzg = LSH e que COS2Q = LOSG e, Dportanto, que
2 2 2 2 2
2
20 1—cosf 2 . . L=k o
tan ———— =k, é imediato provar que cosf = — , bastando usar mera substitui¢do para o
2 1+ cosf 1+k
1— cosf
L 1+cosf® 14+ cos@ —1+cos 2cosb

verificar: = = = cosf.

1—cos® 1+ cos@ +1— cosb 2

1+ cosé

.. . 2k . . S
De forma similar se prova que sinf = R mais uma vez recorrendo a simples substitui¢io:
0 — cos 9 — cosf
z / 2(1 0 4’
2tan2 - 1—|—c +cost) 1+ cos@ —cosf
= = (14 cosf)
1—cosf cos@ 1+ cosf +1—cosb 1+cost9
1+——— 1 + —_—
1+ cos@ 1+ cos@
2 —
_ (14 cosB) (1 cost9): 1= o2 0 — sind

1+ cosé
Assim, apés a substituicio destes termos em k na expresséo original (5.10) vira sucessivamente:

k(1= K2) + 2kk = ky (14 £2)

(kl +k3)k2 _2k2k+(k3 _kl) =0

k:k211/kf+k§fk§

s
+ K + k2 — k2
6 = 2 - arctan | -2 kkl J:rk 2 3 (5.11)
1 3

5.5 Algumas solugdes analiticas padrao

A maioria dos manipuladores industriais pertencem a um pequeno numero de tipos e configuragoes
cinemaéticas, e obedecendo a umas regras tais que é relativamente expedito obter a solugdo da sua
cinemética inversa. De seguida apresentam-se algumas solu¢bes para manipuladores mais simples que

podem ser combinadas, ou usadas na determinacido de solugdoes de manipuladores mais complexos com 6
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graus de liberdade, por exemplo. Além das apresentadas, outras solugdes mais especiais podem ser

encontradas na literatura indicada na bibliografia.
5.5.1 Robot planar de 3 elos

A cinemaética inversa de um robot planar de trés eixos determina as expressdes de [01, 02, 03] dado [x,
y, 0]. Se a orientacdo ¢ néo fosse dada entdo haveria redundancia, e o braco teria um ntimero infinito de
solucdes. Note-se para ja que a orientacdo ¢ é dada por:

¢ =06, +06,+0, (5.12)

A

Figura 5.9 - Manipulador RRR planar

A resolugio da cinematica inversa deste robot assenta na do robot planar RR uma vez que o ponto Pw
(Figura 5.9) é um ponto conhecido porque se sabe, obviamente, a posicéo e a orientacdo do end-effector bem
como o comprimento de elo Ls:

{PWI STk (5.13)
Py, =y — LyS¢ '
Mas, tendo em conta as expressdes geométricas (5.1) ja determinadas para o manipulador planar RR,

pode também escrever-se o seguinte:

By, = LG, + L,
(5.14)
PVVy = LS + L,S,
ou, desenvolvendo,
By, = LG, + L,C,C, — L,S,5, (5.15)
By, = LiS; + LS, + L,5,C, '
As expressdes (5.15) levam a ja conhecida solugéo para 02 como visto em (5.2).
Plwy + PPwy = L} + Ly + 2L, L,C, (5.16)
P: + P —I})-1I}
6, = +arccos W ;/L'I‘/ILQ ! 2 (5.17)

Em (5.17) mais uma vez se inscreve o sinal + para recordar a redundancia do manipulador de
cotovelo-para-baixo ou cotovelo-para-cima.

Dado 02, a obtencdo de 01 podera ser feita como em (5.3) para o manipulador RR ou entdo por um
outro processo (mais extenso) sem ter de recorrer a tangente da diferenca de angulos, e que se descreve de
seguida. Basta tomar as expressoes (5.15) e resolvé-las em ordem a S1 e C1, e depois fazer uma substituicéo

reciproca, como se mostra na sequéncia seguinte:
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_ B+ LSS o _ By~ LGS

! Ly + LG, C L + L,C,
Por substituigdo de S1 na expressido de Ci1 vira em sequéncia:
P, + L,S 7]3% — LG5,
c - We 2L+ LG, _ By, (L + LGy ) + By, LSy — LySyLyC'5,
' L + LG, (Ll + L,C, )2

¢ (Lf + 1%022 + 2L, L,C, + 1%522) = by, (Ll + chz) + PWyLZSZ
Mas, atendendo & expresséo (5.16) vira:
By, (L + LCy) + By, LyS,
PQWx + P2Wy

¢
e, apds um procedimento similar, viria para S1 o seguinte:
PWy (Ll + L202 ) B PWmLQS?
PQW_’L‘ + PZWy

S, =

Vira finalmente para 61 a expresséo (5.18), que se reconhece ser idéntica a (5.3):

P, (L, +LC,)— P, LS.
6, = arctan Wy (4 2Cs) Wo 22 (5.18)
PVV.@ (Ll + LQCZ ) + PWyLQSZ
Por fim é necessario obter 83 que resulta de imediato de:
0, =¢—0 -0, (5.19)

5.5.2 Solucao do brago antropomérfico a 3 DOF

O braco antropomorfico a 3 graus de liberdade consta de trés juntas rotacionais num arranjo similar
ao ilustrado na Figura 5.10, onde Pw é o ponto extremo do manipulador (onde se poder4 fixar um punho —
wrish).

Ls

Figura 5.10 - Brago antropomérfico de 3 DOF

A expressido da cinematica directa do manipulador RRR antropomoérfico pode ser derivada com base
num resultado obtido anteriormente quando se tratou do exemplo similar ao Microbot Alpha II a 5 DOF,
bastando considerar as trés primeiras juntas (sistemas de coordenadas de 0 a 3). Essa expresséo é dada pelo

seguinte, onde La, L e Lc sdo os comprimentos dos 3 elos em causa:

Cinematica Inversa 5-10



Robética Industrial — V. Santos

010203 - 015253 _010253 - 015203 51 Lc (010203 - 015253) + LBoch
510203 - 515253 _510253 - 515203 _Cl LC <5102C3 - 515253> + L35102

0
T, = =
’ 5203 + 0253 _5253 + 0203 0 Lc (Szcs + 0253) + LBSZ + LA
0 0 0 1
01023 701523 Sl Cl (L0023 + LBCQ )
51023 _51523 _Cl Sl (L(7023 + LBC2 )

s Cos 0 LSy + LS, + Ly
0 0 0 1

As coordenadas de Pw sdo precisamente as componentes de posi¢do na matriz anterior, ou seja:
P ¢ (LCC23 + LG, )
By =y, | = | 51 (LeCyy + LyCy) (5.20)
Py, LSyy + LS, + L,
Daqui sai uma expressdo para 01:

Sy (LeChs + LpCy) b, Py,
Cr (Lol + LuCy) ~ pyy 00 = 2ctan| =
T Wy

Verifica-se porém que na expressdo anterior, os termos (L;Cos + LgCy) podem ser positivos ou

pﬂ} + 7; geometricamente

Pwy

—Dwy

negativos o que resulta no segundo caso que 6, = arctan[ ] = arctan

também é facil verificar esta situacéo. Implica isto que nesse caso 02 passa a ter o valor (n—02) e que 03 passe
a ter o valor (-03), que se conclui igualmente pela observacio geométrica. Esta redundancia (que se tem de
admitir também matematicamente pelas diversas solugdes da arco-tangente) nio implica alteracdes nas

componentes pwx € pwy, como é 6bvio e, como se mostra de seguida, também assegura que pw: seja constante.
Basta notar que py, = L.S,; + LgS, + L, e que os valores correspondentes das juntas 2 e 3 para esta

redundancia nao afectam o valor de Sz nem de S23, e tornam simétricos os valores Ca3 e Ce, bastando atender

ao seguinte:
sin(m—6,) =25,
sin(7r—92 —93) = sin(ﬂ —(92 +93)) = sin(@2 +93) =5
cos(m—6,) = —C,
(:os(7r—92 —93) = cos(7r— (92 +93)) = —Cyy

Falta agora determinar a expressdo para as variaveis 02 e 03 . Para isso, tomam-se os elementos da
matriz (5.20) (ndo sem antes ter re-arranjado pwz e migrar o termo La para o outro membro da equacéo), e

elevam-se ao quadrado e adicionam-se conforme a sequéncia seguinte:
Py, + ngy + (P, — Ly )2 = (LpCy + LCy )2 (CF +8F) + (LyS, + Lo Sy )2
Py, + ngy + (P, — Ly )2 = L3035 + LC3y + 2Ly Lo CyCoy + LS5 + LS5 + 2Ly LS, 8,
ngz + pI%V'y + (sz - L, )2 = L2B + LQC + 2L,L, (02023 + S2523)
ngz + pI%Vy + (sz - L, )2 = L%a + LQC +2L,L, [02 (0203 - 52S3) + 5, (5203 + 550, )]

2
ngz +p3Vy +(sz _LA) = LQB +L20 +2LBLC(02203 +52203)
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2 2 2 2 2
Dy T Py +(sz *LA) - Ly — L
20,1,

0, = darccos

Para obter a expressio de 02 basta pegar nas expressdes de pwx, pwy € pw:z e resolver uma delas em
ordem a Sz ou Cz, num procedimento semelhante ao do manipulador planar RRR abordado na sec¢do 5.5.1.

Partindo de (5.20) obtém-se sucessivamente o seguinte:
Nowe' + pwa” = LpCy + LeCoy = LpCy + LeCyCy — LSySy
pw. — La = pwe ' = LpSy + LoCaS3 + LoC3S,
Nows' + b’ + LeS2Ss = Cy (L + LeCy)
Npwi' + pwa” + LeSsSs

Vowe” + pw” + LeSoSs

(Lp + LoCy) pw, ' = So (Lp + LeCs )’ + [\/ i + pwn” + LCSQS3]LCSS
Recordando que / py,> + py,> = 7 vird:

(Lp + LoCy) pw. "= rLeSy = 8o [ LpS3 + (Lp + LeCy )|

02:

Pwz ' = LpSy + LeC3Sy + LpSs

 (Lg + LoCs) py.'— LSy (Lp + LeCs) pw. '— N pws” + pwy LS

9 = =

L3S3 + (L + LeCy ) Lt + Ly + 2LpLcCy

Para o termo Cz vird por substituigéo:

C, = r LcS;  (Lp + LeCs) pw. '— rLS;
Ly + LeCy Ly + LeCs 12 + Iy + 2L LoCy

LoS
LoSspy,'— 023
o, r oMW (L + LeCy) _

= +
Ly + LoC, I+ I} + 2L3L.C,
_ r(Lg + Ly 4+ 2LpLcCy ) + LoSapw. '(Lp + LeCs) — mLoSs
(Lp + LoCy ) (L + L + 2LpLeCy)

Os resultados que se obtém apés a resto da manipulagdo sio os seguintes:

(L + LoCy)(py, — Ly ) — Lcssxlpgw + pI%Vy

2
pl%Vm +p€Vy +(sz _LA)

B (LB +LCC3)\IP€V1 +p51/y +LCS3(sz _LA)

- 2
nga:—'_pI%Vy—i_(sz_LA)

2

2

S.
Daqui sai naturalmente 02 = arctan —=2 .

C

2

Tendo havido uma redundéncia em 01 e outra em 03 o nimero total de solugdes é de 22=4.

5.5.8 Solugio do punho esférico

O punho esférico (3 DOF) tem os 3 eixos a intersectarem-se num ponto, e pode ser encarado como um

subsistema de um manipulador a 6 DOF em que a matriz de transformacéo resulta do produto das matrizes
associadas aos ultimos 3 elos 3T6 =AAA,.
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Figura 5.11 - Os trés elos e juntas do punho esférico

A representacdo na Figura 5.11 mostra os trés eixos do punho esférico onde, apesar da junta 04
parecer ter associado um elo com dado comprimento, é mais interessante considerar que a origem do sistema
de eixos do punho se faz no ponto Pw ilustrado. Dessa forma poder-se-a posteriormente "concatenar" o
manipulador antropomoérfico a 3DOF com o punho esférico e assim obter um manipulador a 6 DOF. Apds
estas consideragdes, a cinematica directa do punho esférico obtém-se com base nos parametros cineméaticos

de Denavit-Hartenberg que se ilustram na tabela seguinte:

Elo 0 o | D
4 0,+90 | +90 0 0
5 05+90 | +90 0 0
6 0 0 0 Lp
Relembrando e usando a matriz de transformacéo de um elo, resultam daqui as seguintes matrizes:
-5, 0 Cy O —S5 0 C5 0 Cy 0 0
¢, 0 S, 0 C; 0 S5 0 Sq 0 0
A/l = A5 = A6 =
1 0 0 1 0 O 0 1 L,
0 0 0 1 0O 0 0 1 0 1

Sy85  Cy —=85,C5 0

-C,S; Sy CyCs; 0]|Ss Cg
e a expressdo final: AjJAsAg = 0
1

—C; 0 S
0O 0 0

o
|
- 5 o oo o m;m

o = O O

8,505 + CuSs —S4S5S5 + CuCs  —84Cs  —S,CsLp

—C4S5C5 + SuSs 86CuSs + 8,C5  CiCs  CuCsLp
AAA = 5.21
AT —C5Cs C5S S SsLp 6.21

9

0 0 0 1

Comparando os termos respectivos com a matriz de transformacio geral para a orientagio:

nSz S3z a3z

3 o = - -

R, = Mg, S, G, | =[Oy 8 (5.22)
n3z 832 a’3z

obtém-se as expressdes para as diversas variaveis de junta:
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—84,C5 = ag, s,
= 0, = arctan —>= (5.23)
0405 = agy U,3y

observando que a3, = S5 e que a3, + a§y = (2, e portanto que
Cs = /a3, + aj, (5.24)
de imediato se pode escrever o seguinte, fazendo notar que ha, por isso, duas solugées para 0s.

05 = arctan ——32___ (5.25)

/ 2 2
+ az, +a3y

Ainda observando e comparando (5.21) e (5.22) se deduz que:

3,
= arctan —= (5.26)
_nSZ

O

Finalmente deve notar-se que, dado o termo Cs ter duas solugdes, além de 05, também 04 e 06 as terdo
porque também eles foram obtidos com base em Cs. Assim, teremos as solugdes alternativas quando

Cy = —Jai, + agQ,,,/ , que recorde-se, tal com se tem vindo assumir, desde a sua introducéo, faz-se uso da

funcdo atan2() em vez da mera arctan(.

a3,

', = arctan —=
—ag,
-8

'; = arctan 3z
nSz

5.5.4 Manipuladores com um punho esférico

Foi ja referido que a solugéo geral da cinematica inversa de um manipulador pode tornar-se complexa
e até mesmo impossivel de resolver analiticamente. Todavia, uma parte consideravel dos manipuladores
usados na pratica tém aquilo a que se chama um punho esférico, isto é, os eixos das trés juntas terminais
(associadas fundamentalmente & orientacéio) intersectam-se num ponto. Com base nos resultados observados
no manipulador planar RRR, admite-se ser possivel definir um ponto ao longo de um manipulador cuja
posigdo pode ser expressa em fung¢do da orientacédo e posi¢io do end-effector e também fung¢io de um nimero
limitado de variaveis de junta! Isto é equivalente a dizer que o problema da cinematica inversa nesses
manipuladores é decomposto em duas partes desacopladas entre si: posi¢édo e orientagéo.

Para o manipulador com punho esférico, a escolha natural recai sobre o ponto de intersec¢io dos trés
eixos das juntas terminais, ou seja, o ponto Pw na Figura 5.12. Como previsto anteriormente, foi a
"concatenac¢do" de dois sub-componentes que deu origem a este robot; note-se todavia que o processo carece
de um passo adicional. O sistema de eixos numero 3 é diferente no manipulador antropomérfico a 3 DOF
(onde é sistema de eixos terminal) e no punho esférico (onde é sistema de eixos inicial). A caixa na Figura
5.12 ilustra essa diferenca, mas observe-se contudo que a origem do sistema é a mesma. Assim, nao bastara
multiplicar os termos A1A2A3 do brago por A4AsAs do punho, é necessdrio corrigir a discrepancia do sistema
de eixos numero 3, por exemplo, através de uma pés-multiplicagio de A3 por uma matriz que consta

simplesmente de duas rotaces: 90° em torno de ys seguido de 180° em torno de xs (original), ou seja:

1 0 0 0[]0 0100 0 1 0
0 -1 0 0|0 100/ |0 100
Rot (2,180) Rot (1,90) = o 1 ol-1 00 olFli o 0o
00 0 1|0 00 1] |0 0 0 1

Ainda relativamente a Figura 5.12 observe-se que os sistemas de eixos ndo obedecem todos a
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metodologia de Denavit-Hartenberg. De facto, segundo esse processo, o sistema de eixos ntmero 3 deveria
ter a sua origem na intersec¢do de z2 com z3 e ndo na de z3 com z4 como aqui acontece. Isso deveu-se ao

processo de construcdo deste robot a 6 DOF (como a "concatenacio de dois sistemas menores), mas a tnica

consequéncia é apenas a de operagdes adicionais para "alinhamento" do sistema de eixos como se acabou de

$ Z3=Y4=Xs

fazer.

Sistema de eixos n° 3
Esq: Original no robot antropomorfico a 3 DOF
Dir: Variante no manipulador a 6 DOF
representado

Figura 5.12- Manipulador antropomérfico com 6 DOF e um punho esférico

A cinemética inversa do manipulador de punho esférico (obtencéo de 81, 2, 03, 04, 85 e Os em funcio de
P, 1, S e a) é possivel analiticamente usando um conjunto de passos como descrito de seguida. Da Figura

5.12 é imediato concluir a seguinte relacio vectorial:
P, =P -dd (5.27)
Por outro lado, o ponto Pw é funcdo das juntas 01, 02, 83 (e s6 dessas) como se pode obter pela
cinematica directa (5.21). Bastar4, portanto, fazer a cinematica inversa para o ponto Pw e obter as variaveis
de junta 01, 02 e 03, como demonstrado anteriormente na sec¢do 5.5.2.
De seguida deve individuar-se a componente de orientagdo imposta por 01, 02, 03, que se extrai

também da expressio (5.21) e que se esquematiza em (5.28).

R,
AAA, = 3 1 (5.29)

:PWZ

o Lo

0 0 o1

Finalmente, a obtencéo das varidveis 04, 05 e 0s faz-se como no caso do punho esférico (seccio 5.5.3)
porque se pode saber o valor da sua componente de orientagdo que tem o valor 3R6 = ORgl -R, como a

seguir se demonstra. A sub-componente matricial de orientacdo do end-effector é dada por
R = 0R1 1R2 2R3 3R4 4R5 5R6, dado que nos produtos matriciais sucessivos, os elementos das

Cinematica Inversa 5-15



Robética Industrial — V. Santos

componentes de orientacdo nunca sio afectados pelos elementos da 4* coluna ou linha. Esta afirmacgéo
justifica-se pela natureza da matriz de transformacio geométrica homogénea, e confirma-se no diagrama

seguinte:

o+ © e+ o o+ o

> > >

112 T {e o e o o o e o o

= > > >
O

A
e o A
A
1

00 0 10 0 0 000

Desta forma, pode também escrever-se que a componente de orientacdo da matriz de transformacio
do manipulador é dada por R = 0R3 . 3R6 e portanto: 3R6 = ORgl - R . Recorde-se que se conhece R da
cinematica directa do manipulador completo, e UR3 da cinematica directa apds as primeiras 3 juntas

através da expressdo (5.28). Tendo este valor concreto para 3R6 bastard resolver a cinematica inversa do

punho esférico e assim obter 04, 05 e 0.

O processo de cinematica inversa de um manipulador antropomérfico (com até 6 DOF) pode entéo ser
decomposto em duas fases: posicionamento do punho e sua orientacdo e que, em resumo, podemos
esquematizar simbolicamente nos seguintes dois passos principais, onde inclusivamente se assinalam, em

cada caso com um bordo circundante, quais as partes da matriz de transformacio geral que se utilizam nas

operagoes:

0

i s 91

Passo 1: 00 0 1 LD Py, (KAL) ,

0,
(AAA;) — OR; 0
Passo 2: P > ‘R;-"R, SRGZ[ﬁ?’ % 53] — 94
00 0 1 95
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6. Cinematica diferencial

6.1 A problematica

Nas cinematicas inversa e directa abordam-se as relac¢bes entre coordenadas no espaco operacional e
no espaco das juntas de um dado sistema robédtico. Todavia, essas relagées ndo ddo qualquer informacio
sobre as caracteristicas do movimento entre duas quaisquer configuragdes, ou seja, quais sdo as relacoes
entre as evolucbes temporais das coordenadas nos dois espacgos. Dito de outra forma, se, por exemplo, a
extremidade da mao deve descrever um certo deslocamento (incremento) no espaco a seis coordenadas
durante um dado intervalo de tempo, que deslocamentos (incrementos) devem ter as diversas juntas ou vice-
versa? Estes incrementos ou difereng¢as na posicdo e o seu estudo designam a chamada cinemética
diferencial. Vai mostrar-se mais adiante que a relacido entre deslocamentos infinitesimais nos espacos
operacional e das juntas é dada pelo Jacobiano do manipulador.

Toda esta conjuntura leva ao estabelecimento de duas defini¢ées importantes: caminho e trajectdria.
Por caminho entende-se um conjunto de pontos no espaco (operacional ou das juntas) que deve ser
percorrido numa dada ordem; trajectéria define um caminho levando em conta constrangimentos temporais,
ou seja, sdo definidos intervalos de tempo para a evolu¢io entre duas configuragdes sucessivas ou, no caso

limite, a trajectéria define a evoluc¢éo ao longo de um caminho em fun¢éo do tempo.

6.2 Transformacgées diferenciais

6.2.1 Conceitos

Para expressar a nocio de incrementos nas coordenadas (no espaco operacional ou das juntas)
introduz-se o conceito de movimento diferencial geral ou transformacido geométrica diferencial, ou
simplesmente transformacéo diferencial. A transformacéo diferencial representa um acréscimo infinitesimal
e, como tal, é vista como uma matriz de transformacdo usual que resulta da multiplicagdo de uma
transformacéo diferencial de rotagdo seguida de um transformagéo diferencial de translagéo, ou seja, num

dado referencial R, tem-se:

d"Ty = d"Trans - d"Rot 6.1)

onde a translagéo diferencial e rotagéo diferencial se expressam respectivamente por:
dfTrans = Trans (dz,dy,dz) (6.2)
d"Rot = Rot(x,4, ) Rot(y,5, ) Rot(z6.) (6.3)

Na rotagdo diferencial, a ordem das trés operagdes é arbitraria, como se pode verificar mais adiante
em (6.4). De facto, quando se mencionam incrementos infinitesimais, no caso das rotagdes, esti-se a assumir

rotacdes de um angulo infinitesimalmente pequeno dfou, formalmente, os limites das fun¢ées que traduzem
as rotacdoes quandof — df — 0. Se se recordar que Hlir{ilg(sine) =db e Glindle(cose) =1, é possivel

concluir para a rotac¢do diferencial o seguinte:
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d"Rot = Rot(x,5, ) - Rot(y,6, ) - Rot(z,6,) =
10 0 01 06 Ol =5 00 1 =5 6 0
01 -6 00 1 00|l 1 00 |& 1 =5 0 6.4)
06 1 o0f|-5 0 1 ofjlo0 0 10 |-5 & 1 0
00 0 1o 0 0 10 0 01 0 0 0 1

Usando a expressdao matricial da translagido diferencial, pode expressar-se uma transformagio
diferencial partindo de (6.1), substituindo o resultado obtido em (6.4) e finalmente obtendo-se o seguinte:

100 dz]]1 -6 & O 1 -5 & dr

Y Y

. 010 dyl|s, 1 =6 0 5, 1 =6, dy
d'Ty = = 6.5
Y7o oo 1 odzf|-s, 5 1 0 |-§ & 1 dr ©.5

000 1[0 0 o0 1 0 0 0 1

Assim, uma transformacéo diferencial é caracterizada por seis componentes que formam o chamado

vector de deslocamento (movimento) diferencial e é representado por:

5. | (6.6)

6.2.2 Metodologia de utilizagéo

Dadas estas definigdes, é agora pertinente questionar a sua utilidade e aplicabilidade pratica. Em
verdade, se um dado sistema de coordenadas FTxN sofre uma transformacéo diferencial, o que se quer dizer é
o0 seguinte relativamente a sua nova localizacio:

Nova Localizagio = d®Ty - Ty = d®Trans - d®Rot - Ty 6.7

Mas, por sua vez, a transformacio diferencial foi introduzida para ser um acréscimo infinitesimal
(diferencial) concebida para ser simplesmente tida como um termo aditivo de transformacdo geométrica, ou
seja, deve ser tal que basta adiciona-la a uma qualquer matriz de transformacéo geométrica para obter uma

nova matriz (de transformacio), devendo verificar-se o seguinte:

Nova Localizagdo = Ty + d¥Ty (6.8

Igualando as expressdes (6.7) e (6.8) vira em sequéncia:
BTy 4+ dfTy = d®Trans - d"Rot - Ty

d"Ty = d"Trans - d"Rot - "Ty — Ty = (d"Trans-d"Rot — I) Ty = "A. Py (6.9

Ao factor ®A = d"Trans- d"Rot — I chama-se transformagio de deslocamento diferencial (ndo
confundir com a transformacfo geométrica diferencial) e permite determinar, em funcio de uma qualquer
matriz representando um referencial em causa, qual o valor do incremento de transformacio diferencial
para se poder obter a nova localizacdo. A transformacio de deslocamento diferencial, face ao exposto, pode
escrever-se na forma matricial, chamando-se a aten¢éo para a diagonal e linha de zeros:

0 -6 6 dz

R b, 0 -6, dy
A = 6.10
-6, 6, 0 dz (6.10

0 0 0 O

A transformacéo diferencial de um certo sistema de coordenadas (que o é no fundo RTn) foi abordada

implicitamente como sendo vista de um referencial base original, o referencial R. Porém, a transformacéao a
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aplicar poderia ser vista, ndo do referencial base R, mas do préprio referencial N que ira sofrer a
transformacio diferencial. Isto reporta-nos as questdes de pré- e poés-multiplicagio de transformacées
abordadas em capitulos anteriores. Assim, se uma transformacao diferencial for vista no préprio referencial

(N), expressando por isso as transformagcoes diferenciais elementares por d" Trans e d”Rot , vir:

BTy +d"Ty = Ty - d"Trans- d"Rot = "Ty (I— d"Trans-d"Rot) = “Ty - YA  (6.1D

6.2.3 Exemplo numérico

O conceito de transformacio diferencial é naturalmente uma abordagem tedrica que, quando
implementado numericamente, tera alguns erros que poderdo ser mais ou menos relevantes. Seja de seguida

um exemplo para ilustrar esta questio.

0 0 1 10
1 00 5

Dado um referencial A = 010 ol qual é a matriz de erros na nova localizacéo se se aplicar o
0 00 1

- ¢
processo das transformacées diferenciais com seguintes os movimentos diferenciais: d = [1 0 0.5] e

- ¢
6 = [0 0.1 O] ? Recordando & metodologia exposta, o procedimento é o seguinte:

Nova localizacdo = A + dA = dTrans - dRot - A

onde dA =" A A . Usando numericamente os vectores fornecidos como os vectores d e & (e é aqui
0 0 01 170 0 1 10 0 01 0 1

0 0 0 olt o0 5] (oo 0o o
~01 0 0 050 1 0 -
0

que se introduz o erro numérico), vira: dA =

0 0 0 -01 -0.5
0 0 0 010 0O 1 0 O 0 0
0 0.1 1 11
1 0 0 5
Assim, a nova posicio (aproximada) obtém-se como sendo: A + dA = 0 1 —01 —05
0 0 0 1

O valor exacto da transformacao corresponde, além da translacio indicada, a uma rotacido em torno

do eixo dos yy com valor 0.1, o que resulta em:

cos(0.1) 0 sin(0.1) 1 ]J0 0 1 10
0 1 0 01j/1 0 0 5
Nova localizagio exacta = A,,,,, = _sin(0.1) 0 cos(0.) 050 1 0 0
0 0 0 10 0 0 1
0 0.0998 0.995 10.95
1 0 0 5
Efectuados os calculos, vird explicitamente: A,,,,, = 0 0995 —0.0998 —0.498
0 0 0 1
Finalmente, a matriz dos erros pode ser dada pelo seguinte:
0 0.002 0.005 0.05
0 0 0 0
[ALowe — (A +dA)| = 0 0.005 0002 0.001]" %€ corresponde, em termos relativos, a que qualquer
0 0 0 0
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termo tenha um erro inferior a 0.5%.
Em resumo, o uso pratico da transformacio diferencial tem essencialmente vantagens do ponto de
vista computacional dado que elimina o recurso a fun¢des trigonométricas. Todavia, esta utilizacio deve ser

praticada dentro de limites comportaveis de erros acumulados.
6.3 O Jacobiano de um manipulador

Aquando do estudo das cinemaéticas directa e inversa afirmou-se que se tratava formalmente de uma
relacdo vectorial entre dois grupos de varidveis, no espaco das juntas e no espaco operacional e que
simbolicamente se poderia escrever T = F(q), para a cinemética directa e, com as devidas restricdes de

interpretacdo e condicdes de existéncia matemética, q = F! (T) para a cinematica inversa. Se se levar em

conta que a variacdo temporal de uma varidvel espacial (distAncia ou amplitude angular) traduz uma
velocidade (linear ou angular) é imperativo pensar no que surge se se derivarem as expressdes acima citadas

S t
em ordem ao tempo. Claramente, se r:[x y x ¢ 0 1/)] entdo,

At [de dy dz dp df dp]
dt

dt ~ |dt dt dt dt dt

onde se identificam 3 velocidades lineares e 3 velocidades angulares.
- . . a .

Se se pensar que o vector T indica a postura da extremidade de um manipulador, pr indicara as

componentes cinéticas dessa mesma extremidade. E assim imediato questionar também como se relacionam

com elas as velocidades das diversas juntas do manipulador. A resposta estd num resultado da analise

vectorial referente a diferenciagdo de fungdes vectoriais, e que, usando a nomenclatura adoptada até agora,

se traduz no seguinte:
at=7J-dq (6.12)

for expressa por
1,2,...,m, o que, na

onde J é designado o Jacobiano da fungdo vectorial F. Se
(7'171/’27"'77'777,) = F(Q17q27"'7Q7l)’ ou de modo equivalente n = ﬁ(QI7Q27"'7qn)7 Z

T

linguagem dos manipuladores corresponde a assumir m varidveis cartesianas e n juntas, o Jacobiano tem a

seguinte forma:

on On - On
0q Og 04,
o Om O
J=|9a Og 9q, (6.13)
Oy Ory - Om
0q Ogy 04,
Para melhor entender esta formulagdo basta recordar o conceito de diferencial total de uma fungéo de
vdrias varidveis como, por exemplo, a duas: © = f(6,,6,), donde se tem dxr = %d@l + % do, .
1 2

Assim, fica claro como se pode obter analiticamente a relacio entre as diferenciais das varidveis no
espaco cartesiano em fungdo das diferenciais no espago das juntas. Bastara pensar na sua dependéncia com
o tempo e pode-se escrever sem grandes dificuldades de intuigdo o seguinte:

dr - X -
— = J-— ou em notagéo compacta ¥ = J - q
dt dt

ou ainda, com os devidos cuidados para evitar o abuso de notacdo, também o seguinte Vv =J- &,
onde o vector V representa as componentes de velocidade cartesiana e & é o vector com as velocidades das

juntas (podendo elas também ser lineares no caso de juntas prismaticas).
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6.3.1 Determinacéo do Jacobiano

O Jacobiano de um manipulador mostra-se assim com um elemento fundamental para relacionar as
velocidades no espaco operacional em funcdo das velocidades das juntas. O seu cdlculo analitico pode ser
obviamente feito pela diferencia¢ido das expressdes da cinemaética directa como se apresentou. Na Figura 6.1
ilustra-se um manipulador RR planar com indicagido dos incrementos envolvidos e as equagdes da sua

cinematica directa.

/ Cinema4tica directa:

[17 = L0, + LGy

y = LS + LS

Figura 6.1 — Incrementos cartesianos e nas juntas de um manipulador RR planar.

A obtencdo das expressbes diferenciais do manipulador na situagdo da Figura 6.1 faz-se pelo ja

referido conceito da diferencial total que utiliza as diversas derivadas parciais:

dr — 0 (LG, + LyCyy) d(LC, + chlz)d92

oy, + = — (LS + LpS19 ) dbh — LyS12d6,
06, a0, (6.14)
dy _ 8(&518; L2512)d91 + a(Ll‘Sla; L2512)d92 _ (Llcl + 112012 )d91 4 L2012d02
1 2

As equacdes obtidas em (6.14) podem naturalmente reorganizar-se e a expressio da cinemadtica

diferencial de um manipulador RR planar resulta de forma compacta em:
dz —LS) — LyS1o  —LyS15 ][ doy
dy LGy + LGy, LyCyy || dby

A matriz do Jacobiano surge explicita e, naturalmente, o seu valor concreto depende em cada instante

(6.15)

dos valores dos angulos de junta 01 e 0.
Um outro exemplo aqui apresentado diz respeito ao manipulador RR no espago a 3D que se relembra
na Figura 6.2, e onde se indica também a expressdo da cinematica directa, agora com as trés varidveis no

espaco cartesiano, mesmo sabendo-se que ha uma certa dependéncia entre elas.

Cinematica directa:

r = L20102
y = 1,50,
2= LS + Iy

Figura 6.2 - Manipulador RR a 3D e os acréscimos diferenciais cartesianos e nas juntas
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Pela metodologia descrita anteriormente pode chegar-se sem grandes dificuldades a seguinte

expressio de cinematica diferencial:

dz —1,8Cy  —L,CS, do
1
2
dz 0 L202

E de observar que o Jacobiano em (6.16) ndo é quadrado, o que resulta de se terem considerado trés
varidveis cartesianas e duas varidveis de junta. Nio foram levadas em conta varidveis de orientagio
cartesiana (que reforcariam a disparidade de varidveis) dado que também elas nfo sdo independentes das
variaveis de posicdo (x, y, z). Todavia, teria sido possivel integri-las sem dificuldades dado que se
relacionam de forma muito directa com as variaveis de junta como se mostrou no capitulo da cinematica
directa.

A obtenc¢io analitica por diferenciacido da cinemdatica directa é o processo mais natural para obter o
Jacobiano, mas outros processos existem na literatura como, por exemplo, por célculo vectorial ou por

coordenadas homogéneas segundo o Algoritmo de Paul.
6.3.2 Jacobiano inverso

Até agora abordou-se a questdo de expressar os diferenciais das varidveis do espago cartesiano em
funcio das variaveis de junta, mas e o problema inverso? Ou seja, como se pode expressar o andamento das
variaveis de junta dados os andamentos das varidveis cartesianas? Por exemplo, se se quiser que a evolugio
das coordenadas (x,y,z) do end-effector seja linear (isto é, incrementos dx, dy e dz constantes), o que
corresponde a descri¢do de uma linha recta no espaco a 3D, como deverio evoluir as juntas do manipulador?
Este problema é com certeza de grande importancia pratica, e pode ser designado pelo problema da
cinematica diferencial inversa. Ha visivelmente uma rela¢io com a cinemaética inversa de manipuladores,
onde também ai eram as variaveis do espago operacional as entidades independentes a custa das quais se
determinavam as variaveis de junta. Se existir a fungdo de cinemadtica inversa F! tal que
(q1,925--,Gn ) = F! (n,rz,...,rm) entdo também aqui é possivel obter o Jacobiano dessa fun¢do inversa que

se designa por J1, ou Jacobiano inverso, e ter-se-d dq = J~1. df. Todavia, esta designagio de Jacobiano

inverso pode levar a conclusido arriscadamente apressada, como correspondendo a matriz inversa do
Jacobiano do manipulador (6.13), o que nem sempre é verdade porque esse Jacobiano pode néo ser quadrado,
como é o caso em (6.16), e logo nem sequer se poder definir a sua inversa. E por 1sso comum usar as
designacdes Jr e J1 para o Jacobiano directo (Forward) e para o Jacobiano inverso .

Feitas estas consideragoes, surge assim a questdo de como se pode obter o Jacobiano inverso, dado ele
ser fundamental para a determinacgio das velocidades das juntas. A definigdo leva a que a primeira tentativa
seja a de diferenciar as expressdes da cinemdtica inversa, o que é sempre valido se essas expressdes
existirem. Por outro lado, se o Jacobiano (directo) for quadrado entdo pode tentar-se a sua inversdo quer
analitica, quer numérica, e nesse caso sera feita em cada instante, mas deste assunto voltar-se-4 mais
adiante.

Procure-se obter o Jacobiano inverso para o manipulador RR planar por inversido do Jacobiano

directo. Simbolicamente pode escrever-se a expresséio (6.15) do seguinte modo:
dx Ji Jin|[d6;
dy N Jo1 Jaa || dby
Adj(J)

Pela defini¢do de inversa de uma matriz ter-se-a: J 1= ondea adjunta de uma matriz é a

11

6.17)
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J22 _J21
_J12 Jll

matriz transposta dos co-factores, ou seja: Adj(J) = . Por seu lado, o

! J22 _J12
B _J21 Jll

determinante de J pode ser ja obtido substituindo a sua real expressio dada em (6.15) e vira:

det(J) = —(L1S) + LyS1a) LyC1p + LySip (L€ + LyCiy) (6.18)
Esta expressdo pode ser sucessivamente desenvolvida e ter-se-a:
det(J) = —(141951012 + I3515C1s ) + ([qL201S12 + 13012512) =
= LiL (C1S12 — 51C1p) = LiLysin((6, +6,) — 6,) = (6.19)
= L5,
Prosseguindo com o desenvolvimento do Jacobiano inverso pode-se finalmente constatar:

LCiy —(LC) + LCyy)]

-1 LyS1s = (LS; + LxS)2) 1 Cha Sia
T L, LS, T LS| L+ L,Cyy LS + LSy (6.20)
Ly L

Apesar do resultado obtido de forma aparentemente facil em (6.20), nem sempre é possivel obter o
Jacobiano inverso de forma analitica; na verdade, este caso é dos poucos onde o método resulta com
facilidade. A via alternativa da diferenciagdo das expressdes da cinematica inversa, por seu lado, oferece
mais uma possibilidade, em particular quando o Jacobiano directo néo é rectangular. E precisamente esse o
caso do manipulador RR no espacgo a 3D cuja cinemética directa esta indicada na Figura 6.2 e a cinematica
inversa, tal como indicado em capitulos anteriores, é dada por:

0, = arctan
L L (6.21)
0, = arctan ————
z-Cr+y-5

Rescrevendo a primeira parte da expressio anterior, vira:

in @ .
S :géa:smﬁlfycosel =0
cosf, =z

dx -sin6, + xcosb -df, + y-sinb, - db; —dy - cosf, =0

__ —dz -sinf) +dy - cosb,

do, = 6.22
! x-cosb +y-sinb, (6.22)

Substituindo os termos de x e y pelos valores respectivos conhecidos da cinematica directa (Figura
6.2), mais concretamente z = L,C,C5 e y = [,5,C5, vira:

—dx - Sl + dy . Cl —dz - Sl + dy . Cl _Sl Cl
do, = = = dx + dy (6.23)
TLCC, G+ LSCy S LGy LGy L0,
Note-se que semelhante resultado poderia ser obtido pela diferenciacio directa da expressdo da
arco-tangente em (6.21) bastando desde logo recordar que df; = %dﬂc + %dy :
T Y
1 y 1 1 —y T
de, :—(——)dz—i———dy: dx + dy (6.24)
1+(E>2 fEQ 1+(g)2x .’L'2+y2 .’L'2+y2
T x
recorrendo também aqui a termos da cinemaética directa, apés substituicdo, vira:
-y T 7191 Cl
do, = dr + dy = dz + d (6.25)
oG T g T Le Y T nG Y

A obtencdo do diferencial da variavel 02 podia-se fazer pela derivacio da segunda expressdo em (6.21)
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tal como se fez para a varidvel anterior, mas o processo é muito mais expedito se se atender na cinematica
directa que z = L; + LS, o que, por diferenciacio directa, d4 de imediato dz = LyCydb,, ou seja:

2
Pode entdo escrever-se a expressio final englobando o Jacobiano inverso:
S5 G dzx dx
0 LG LG | L B d (6.27)
o, |~ 1 |Y "o 0 o 1Y '
0 0 L,C, dz dz

Quando nenhuma das solugdes analiticas for viavel sé restara a possibilidade da inversdo numérica
do Jacobiano directo. O principio é o de que em cada instante (para os valores correntes das juntas) se pode
calcular o Jacobiano directo e inverter numericamente a matriz. Se, mesmo assim, o processo for
computacionalmente incomportavel, uma solucéo é o de calcular a priori (off-line) um conjunto de Jacobianos
inversos em pontos considerados fundamentais ou relevantes, e fazer algum tipo de interpolacdo nas
diversas varidveis para os pontos onde essas inversas ndo tenham sido calculadas a priori. Este
procedimento requer menos poder de calculo mas em contrapartida exige grande capacidade de

armazenamento (meméria).
6.3.3 Recurso a pseudo-inversa

Mesmo com toda a metodologia apresentada, podem restar os casos em que o Jacobiano directo néo é
quadrado, logo sem possibilidade de definir a matriz inversa. Para esses casos pode-se tentar recorrer ao
conceito de pseudo-inversa de uma matriz que se define do modo seguinte.

Pseudo-inversa de uma matriz (m x n) de caracteristica maxima (isto é com rank(A) = min(m,n), ou
ainda que o nimero de linhas ou colunas linearmente independentes seja igual & menor das suas dimensdes)
A'(AA)" =ms<n

é a matriz designada por A* tal que: A* ={A™ &m=n.

(A‘A)‘1 Al «<m>n

Se a matriz for quadrada fica-se na situa¢io tradicional da inversa. A pseudo-inversa de uma matriz
possui algumas propriedades interessantes, entre as quais se referem as seguintes:

J-J7-J=1J

J 3.3 =73

J* tem as mesmas dimensdes de J'

Na equacio J-X=b, a solucio X =J"-b minimiza o valor de "J -X—b" G.e., "J -J* -b—b"), ou seja,

J-J* representa o valor mais préximo possivel da matriz identidade I.
6.4 Singularidades

Como visto, por exemplo nas expressdes dos Jacobianos em (6.15) ou (6.16), e pela prépria definicdo
do Jacobiano, se as relacdes da cinematica directa forem diferencidveis (como o sdo praticamente todos os
modelos continuos), entéo o Jacobiano é sempre definido. Por outro lado, o Jacobiano inverso mesmo quando
identificado por uma expressdo analitica, pode nem sempre ficar definido para todos os valores das variaveis
de junta, ou seja, para todas as configuracées do manipulador. Para entender este facto, basta atentar na
expressdo (6.20) para o manipulador RR planar onde, se 02 for 0° ou 180°, o Jacobiano inverso nio tem

definicdio, ou ainda na expressio (6.27) para o manipulador RR no espaco a 3D onde se 02 for £90° também
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esse Jacobiano inverso nio tem definicio numérica! De facto, nestes casos, o Jacobiano (directo) é singular
(tera determinante nulo) e o Jacobiano inverso é nido definido, e diz-se que a respectiva configuracéo do
manipulador é uma singularidade.

Fisicamente, o que significa uma singularidade? Em resumo, é uma situacéio (configuracio do robot)
na qual seria necessario impor velocidades infinitamente altas numa ou mais juntas para manter
determinadas velocidades no espaco operacional. Dito doutro modo, havera um actuador (ou mais) cujo
controlo serd sempre insuficiente para cumprir as velocidades desejadas no espaco operacional. Também se
diz, por isso, que numa situacido de singularidade h4 a perda de um ou mais graus de mobilidade que,
quando o nimero de graus de liberdade no manipulador for menor ou igual a 6, se diz perda de um grau de
liberdade.

A Trajectoria rectilinea
do end-effector que
serd interrompida na
singularidade

iy Sis -5 e
db;, = —=—dxr + —=d do, = dx + d
TS T e TG, Y T LY
LC, + L,Cyy LS + LS 1
df, = — dr — d df, = ——dz
2 L, 1,5, LL,S, 2 T Lo,

Figura 6.3 —Situagdes de singularidade para dois manipuladores nos limites do espaco de trabalho.

A Figura 6.3 ilustra duas situagdes de singularidades de manipuladores simples; a esquerda, no
manipulador RR planar, quando o segundo angulo de junta atinge os 0° nfo mais é possivel ao robot
continuar o movimento, por exemplo, na execucio de uma recta a velocidade constante do end-effector., dado
que nenhum movimento da junta 2, independentemente do comportamento da junta 1, satisfaria essa
necessidade. Matematicamente a velocidade da junta 2 cresceria desmesuradamente ao aproximar-se do
valor 0. Na mesma figura, a direita, estd um outro exemplo onde as expressdes diferenciais tém uma
interpretacéo fisica muito clara e intuitiva: na situagfdo ilustrada, 62 = 90°, nenhuma variacdo de 02 sera
suficiente por si s6 para alterar a cota z do end-effector e, por outro lado, nenhuma variagdo de 01 sera
suficiente para alterar a coordenada x ou y; isso é de facto assim porque os termos da direita das expressoes
tendem para infinito quando 02 tende para 90°.

As singularidades mencionadas dizem respeito a situagdes nos limites do espago de trabalho. Em
manipuladores com mais graus de liberdade é possivel encontrar singularidades no interior do espago de
trabalho. Essas dizem respeito normalmente a alinhamento de elos interiores, como cotovelos, por exemplo.
Estas singularidades representam problemas sérios no controlo dos manipuladores e nao devem ser

descuradas nas fases de planeamento e execugdo de trajectérias, por exemplo.
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7. Introducao ao Planeamento de Trajectoérias

7.1 Tipos de movimento

Num manipulador, depois de se saber como relacionar o espaco das juntas com o espago operacional,
quer em termos geométricos (cinemdtica directa e inversa), quer em termos cinéticos (cinematica
diferencial), é necessario proceder ao que se chama planeamento de trajectéria. Assim, o planeamento de
trajectoria engloba o conjunto de estudos e métodos que permitem definir os regimes de velocidade dos
diversos actuadores de forma a fazer o manipulador cumprir os objectivos de movimentagdo ou deslocamento
esperado (planeado). A partida, num robot industrial, estes objectivos podem ser simplesmente o
deslocamento do end-effector entre dois pontos em repouso no espaco de trabalho, durante um determinado
intervalo de tempo, como é o caso tipico de manipulacéo (como a paletizacéo ou transferéncia) ou, no outro
extremo de complexidade e exigéncia, a execu¢io de uma trajectéria bem definida do end-effector no espaco
operacional e obedecendo a critérios temporais precisos, como sdo casos de algumas operagdes continuas
(pinturas, polimento, corddes de soldadura, etc.). O primeiro tipo de movimento é designado o movimento
ponto-a-ponto e o segundo movimento de trajectéria continua.

No movimento ponto-a-ponto o percurso efectivo da garra nido é conhecido a partida dado que as
configuragdes intermédias entre os pontos extremos néo sio levadas em conta para cumprir este movimento.
No movimento de trajectéria continua é o caso oposto, todos os pontos de passagem da garra estdo definidos
a partida, seja de uma forma analitica seja de forma numérica, e ai com grande precisdo. Numa solu¢io
intermédia, é possivel fazer planeamento de trajectéria entre dois pontos, mas com especificacdo de um
conjunto de pontos intermédios nos quais a configuragio da garra é mandatodria e, por isso, cumprida. Esta
abordagem é a mais versatil em termos de implementagdo pratica. Na verdade, uma sequéncia de
movimentos ponto-a-ponto com espacamentos fisicos muito pequenos entre os pontos quase se assemelha, em

termos praticos, a uma trajectéria continua no espaco operacional!
7.2 Abordagens para planeamento de trajectdrias

Antes de proceder ao planeamento de trajectéria e subsequente execucido do movimento deve atender-
se a duas naturezas de constrangimentos:

1- Dar prioridade ao caminho a executar pelo end-effector no espago operacional, que pode ser ditado
pelo conhecimento prévio de obstaculos no espago de trabalho, ou pela necessidade de percursos obrigatérios
pela natureza do processo subjacente, ou entio...

2- ...Dar mais importancia a dindmica do movimento do manipulador, em particular na continuidade
e suavidade nas velocidades e aceleragoes nas diversas juntas para néo provocar solicitacoes desmesuradas e
irregulares nos respectivos actuadores. Isto implica definir o planeamento de trajectéria das juntas do
manipulador.

Neste segundo caso podem desde ja adiantar-se algumas vantagens, como mais adiante melhor se
percebera:

e A trajectéria é planeada nas varidveis directamente controladas (varidveis associadas as juntas)
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¢ O planeamento é feito com menores custos computacionais

e As trajectorias de juntas sdo normalmente simples de planificar.

Por outro lado, ha uma desvantagem 6bvia:

e As posigoes das extremidades dos elos ndo sdo controladas e, por isso, podem descrever um
percurso muito irregular, com consequéncias também no end-effector (pense-se por exemplo na

manipulacio de um recipiente contendo liquidos e nio completamente fechado!)
7.3 Planeamento nas juntas

Planear uma trajectéria no espaco das juntas significa determinar a evolucido de cada junta ao longo
do tempo de tal forma que sdo verificadas determinadas condigdes cinematicas da junta: posi¢do, velocidade,

e até aceleragdo, no ponto inicial e no ponto final. Ou seja, um movimento deve decorrer desde o instante to
até ao instante tr partindo do valor inicial de junta 6, até ao valor final de junta 6;, com uma velocidade

inicial é(to) = 90 e uma velocidade final é(tf) = éf; mais ainda, pode desejar-se uma aceleracéo inicial

0 (ty) = b, e também uma aceleragdo final é(tf )= 9f .

7.3.1 Funcdo para a continuidade da velocidade

No caso mais simples tem-se uma posic¢do de partida e uma outra chegada, e as velocidades inicial e
final iguais a zero. Pretende-se obviamente que a velocidade angular seja continua para evitar aceleragoes
teoricamente infinitas e portanto esfor¢os gravosos para os equipamentos fisicos.

Dito de outra forma, quer-se portanto que a equagio 6(t) =0 tenha duas raizes para t=to e t=tr e
seja uma func¢io continua. Muitas classes de fun¢des serviriam o propdsito destas condicbes, mas talvez a
mais simples seja a de considerar que é uma polinomial em t. Assim, pelo facto de ter duas raizes, a
expressio da velocidade da junta serd uma polinomial de 2* ordem, ou seja, 0(t) devera ser de 3* ordem,

donde saem as seguintes expressdes genéricas:

a(t) = Qg —+ alt + a2t2 =+ a3t3 (71)
0(t) = a; + a9t + 3agt> (7.2)
G(t) = 2ay + 6agt (7.3)

Sem perda de generalidade pode assumir-se que o instante to igual a 0, ou seja, é o inicio da
contagem do tempo, e assim as expressoes anteriores tém uma traducio grafica como ilustrado na Figura

7.1.

a4 de/dt 4 dze/dtzA
at) o2 JEN R
0 \ 5 >
Qo) - i t
> >
0 t; t 0 t; t

Figura 7.1- Curvas de posicéo, velocidade e aceleragio

Feito este raciocinio, torna-se agora necessario determinar os termos ao, a1, az e as na expresséo (7.1)
e seguintes. O processo é directo e na simplificacdo assumida pode escrever-se o conjunto de condigdes a
verificar como sendo:
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Combinando as expressdes (7.1) e (7.2) com as condices em (7.4) pode escrever-se:
0y = a 0(t;) = ag + art; + aot + ast} = 0;
. e .
O =a, =0  0(t;)=a +2at; + a3t}

0 que resulta sucessivamente em:

3 s = —=(0, -0
et = 60 + 0’2)“]% =+ a’St? 9f — 90 = azt% =+ agt? ef — 90 - _iagt}; =+ U/St}? asz t?( f O)

= = =
0 = 2ayt; + 3as? 20y = —3asl; 0 = _%“ﬂf 0y = _%(gf )
Pode-se portanto fazer as substituicdes todas em (7.1) e obter o seguinte polinémio para a evolucdo
das juntas:
e(t):00+%(9f—90)t2—%(9f—00)t3 (7.5)

A expressido obtida em (7.5) serve, como visto, para a situacdio onde as velocidades inicial e final sio

nulas. Caso ndo o sejam, tendo-se portanto valores genéricos 6 e 0y, a expressdo mais geral poderia ser

derivada por um processo idéntico ao de (7.5) e resultaria no seguinte:

ty bt

—%(ef—a(])+%(éf +6,) |t (7.6)
i iy

7.3.2 Planeamento nas juntas com pontos intermédios de passagem

Por vezes, pode ser conveniente ou necessario especificar uma trajectéria onde haja pontos
intermédios de passagem da junta (via points) onde a sua velocidade nio tem necessariamente de ser zero.
Um trogo completo entre um ponto de partida e um ponto de chegada constituir-se-4, pois, pela concatenacgio
de sucessivas fun¢des individuais, mas agora a velocidade final e inicial nesses diversos trogos néo é
necessariamente nula. Em termos praticos, as posi¢des no espaco das juntas obtém-se por cinemética inversa

sobre as configuracoes dos pontos de passagem no espaco operacional, como esboca a Figura 7.2.

e e N o N B S

Cinematica
inversa
Cinematica
inversa
Cinematica
inversa
Cinematica
inversa

Espago

K I'o
operacional

I

'

A | ——Pp s

\4

—
’ Pontos intermédios — via points ‘

Figura 7.2 - Planeamento com via points

Todavia, levanta-se agora a questdo: se a velocidade das juntas no ponto de partida e de chegada é
nula, qual serd a velocidade da junta nos pontos intermédios de passagem? O utilizador (humano ou
software) pode ndo conhecer essas velocidades, ou mesmo nio ter informacdes para as impor de forma
eficiente (como, por exemplo, tendo a certeza que ndo impora esforcos mecanicos devido a grandes
aceleracdes no manipulador); trés alternativas se apresentam para resolver o problema:

1) As velocidades nos pontos de passagem sio conhecidas no espaco operacional e ter-se-a de aplicar o

Jacobiano inverso do manipulador para as conhecer no espaco das juntas.
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2) O sistema (planeador) escolhe as velocidades aplicando uma qualquer heuristica no espaco das
juntas ou no espago operacional. Adiante explica-se um exemplo de uma heuristica apropriada.

3) O sistema escolhe as velocidades nos “via points’ de forma a impor curvas de aceleracéo continuas.
Este caso implica mais defini¢cées no polinémio 6 (t): terd agora de ser de 5* ordem e ndo apenas de 3* como
definido em (7.1).

Das trés possibilidades, a mais comum, e talvez mais facil de aplicar com resultados praticos quase
sempre aceitaveis, é a segunda abordagem ligada a questdo da heuristica. O principio é o de fazer uma
espécie de interpolagdo das velocidades médias entre dois trogos adjacentes. Por exemplo, se as velocidades
médias em dois trocos consecutivos (separados pelo via poind tiverem sinais (sentidos) diferentes, entdo o

ponto de passagem é tido como o ponto de viragem isto é, com velocidade nula. Caso contrario, a velocidade

no ponto de passagem é dada pela média das velocidades médias em cada trogo de cada lado do via point.

A

6(t)

0o

Figura 7.3 — Processo heuristico de determinacio da velocidade de junta nos via points.

No exemplo ilustrado na Figura 7.3 a velocidade de passagem quando a junta chega a 0a é nula

. P . , 04 —6 ) . ) , O —0
porque a velocidade média entre 0o e 04, isto é, e E— , e a velocidade média entre 0a ¢ OB, isto é, %

A B — la
tém valores algébricos distintos (ou seja, sinais opostos). Graficamente, isso observa-se pelo valor da
derivada associada aos segmentos de recta respectivos; assim 64 = 0. Para 0B essa situacdo repete-se mas
para Oc ja ndo! De facto a velocidade 6, por este processo, seria determinada pela seguinte expressio:
1{0;, —0c 6o —0p

L +

b ==
CT 2t —te | to—tg

Naturalmente, é possivel fazer um planeamento sem ter de recorrer a uma sequéncia de polinémios
de 3° grau. Tendo o poder computacional adequado, pode recorrer-se a polinémios de grau arbitrariamente
elevado ou mesmo a outras func¢des que proporcionem “suavidade” como as splines ou mesmo funcgoes
transcendentais. Todavia, em aplicag¢bes praticas o polinémios de 3* ordem é muitas vezes suficiente, e por

vezes até excessivo para as exigéncias dos problemas.
7.3.3 Alternativa a polinémios de ordem superior

Em alternativa a um planeamento com polinémio de 3* (ou maior) ordem hé4 obviamente a
possibilidade de evolucdo linear do valor da junta mas, consequentemente, hd descontinuidades na
velocidades e logo aceleragoes desmesuradamente grandes com consequéncias na estrutura fisica. A Figura

7.4 esboga as curvas de posic¢éo, velocidade e aceleragéo da junta.
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o(1)

Figura 7.4 - Evolugdo linear e a descontinuidade na velocidade

Para evitar as limitacdes da evolucdo linear (com severas limitacdes de implementacdo pratica, ali4s)
pode procurar-se ter uma evolugéo linear mas com periodos de aceleragdo limitada no fase de arranque e na
fase de paragem. Isto corresponde a um andamento com aceleragéo inicial, uma velocidade constante e um
periodo de desaceleragido constante. Graficamente, a posi¢io é descrita por uma curva linear com
extremidades parabélicas (parabolic blends) como se pode ver na Figura 7.5.

H(t) Trogo
A linear
&

// -
& / /V”\ ot 4
6 = it o

// para olico
90-04/

| n >
0 ty tm tf t 0 tp f t

Figura 7.5 - Trogo linear com extremos parabdlicos, ou o cldssico movimento com rampas de aceleragio

No trogo parabélico entre O e tb, com aceleracéo constante (6) e velocidade inicial nula, e com base na

equacgao tradicional de um parabola e nas relagdes fisicas entre espaco, velocidade e aceleracgéo, tem-se:
1.,
9(t>:90+§9t (7.7)

Por outro lado, a velocidade atingida no fim desse trogo parabdlico é necessariamente igual a

velocidade no trogo linear para haver continuidade de velocidades, o que permite escrever:

. . . 0 —0
0(t,) =0, =0, = -2—> (7.8)
tm - tb
Ainda da Figura 7.5 é claro que:
t 0 — 6,
tngf e emze()+‘f2° (7.9)
Por outro lado, com base em (7.7), também é ébvio que:
1.
0, = 6 + §9t§ (7.10)
Substituindo (7.9) e (7.10) em (7.8), vird uma equacio do segundo grau em tb:
i .t 0, —0 1.
—082 +0tb3f: b +%790 faetf (7.11)

ou ainda
0t — Oty + (0; — 0y) = 0

cuja solucédo é dada por:
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7 o
f=4 4 J% 40(0; — ) (7.12)
2 20

que indica qual o instante em que termina um troco parabdlico e o instante em que comega o outro

quando a aceleragdo desejada é é, o angulo inicial é 6, o angulo final é 6; e o tempo de execucdo da

trajectéria é ¢
Naturalmente, para que (7.12) tenha significado fisico o radical tem de ser néo negativo, o que leva a

impor a condigdo 9.213% — 49(@ — b ) > 0, que se reduz a condig¢éo principal:

6 > 4(9f—2_9°> (7.13)

by

A expressio (7.12) poderia ainda apresentar-se numa forma com interpretacio mais intuitiva como a
seguinte:

tb:%fi %—@ (7.14)

De, facto a expressdo (7.14) permite relacionar directamente a obtencdo dos instantes de actividade

dos trogos parabdlicos com base na acelerac¢io desejada nessas fases. Da mesma expressdo ainda se extrai o

interessante resultado sobre a menor duracio possivel do troco linear (que é zero) e que ocorre quando o

L . - 40, —6)

radical é zero, ou seja, quando a aceleragdo é dada por: 0 = ————=.
t

Finalmente, é digno notar-se que também é possivel (e ndo invulgar) fazer planeamento de trajectéria

com trogos parabdlicos em casos com pontos de passagem intermédia (via points). O raciocinio da abordagem

é similar aos ja discutidos e na literatura ha autores que detalham o processo que ndo se assume prioritario

no ambito do presente texto.

7.4 Planeamento no espaco operacional

7.4.1 Principios

Se a tarefa do manipulador exigir um dado percurso no espaco operacional (corddes de soldadura,
linhas de polimento, processos de pintura, etc...) o problema passa agora a ser o de garantir que as juntas se
movam de tal forma que o percurso do end-effector se faga conforme o requerido e de forma continua, ou seja,
melhor do que ter uma sequéncia, por maior que seja, de pontos intermédios de passagem. A questdo nessa
alternativa de inimeros pontos de passagem é a necessidade de computacionalmente ter-se de recorrer a
resolugiio em tempo extremamente curto (igual ao do periodo de actualizacéo do sistema de controlo do robot)
das equagoes da cinematica inversa.

Em casos muito simples (quer de manipuladores quer de trajectérias no espago operacional) pode
resolver-se a priori a questdo da cinematica inversa de forma analitica. Por exemplo, pode pensar-se num

manipulador RR planar onde se quer que o end-effector descreva um segmento de recta parametrizado da
7

X(t)=—-t
(=1
y(t)=2t

. 7 . .
seguinte forma: , te [0,—} , como se ilustra na Figura 7.6.
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Cinematica inversa do manipulador RR

24y -8 -1
2L Ly

y(L, + L, cosb, ) — zL, sin 6,

z(L, + Ly cosb, ) + yL, sin 6,

0, = +arccos

0, = arctan

714

Figura 7.6- Execugdo de um segmento no espago operacional

Admitindo bragos iguais e de comprimento unitdrio, as equagbes da cinemadtica inversa do

manipulador RR, indicadas na Figura 7.6 podem rescrever-se de forma simplificada:

2t (1 + cosby ) — (Z — t)sineg

0, (t) = arctan -
(Z — t)(l + cos by ) + 2tsin b,

2
(z—t) +4t* -2

2

0y (t) = L arccos

Na redundancia de 02 pode optar-se pela solu¢do com sinal negativo que corresponde ao representado
na Figura 7.6. Assim sendo, obtém-se umas curvas para 01 e 62 sensivelmente como as indicadas na Figura

7.7.

- acos(1/2 (21/13+2 t>1)
T T

I I I I I L L I I I I I I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t

Figura 7.7 - Evolucéo das juntas 6z (esq.) e 6 (dir.) para o manipulador RR executar uma linha recta

Este exemplo da resolucio analitica é pouco mais do que um exercicio académico porque, na verdade,
néo resolve o problema apresentado logo de inicio, ou seja, na pratica, a cinemética inversa tem de ser
calculada para todos os pontos necessarios ao controlador para levar a cabo o movimento desejado.

Hé muitos trabalhos nesta area e diversas metodologias de abordar o problema sem ter de recorrer
tdo exaustivamente a cinemadtica inversa; da literatura é merecedor destacar, por exemplo, o processo dos

quaternides duais.
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7.4.2 Problemas no planeamento do espaco operacional

Quando se faz planeamento no espaco operacional podem ocorrer alguns problemas dos quais se
destacam os seguintes:

e Pontos intermédios da trajectéria cartesiana inatingiveis

Apesar de os pontos de partida e chegada estarem no espago de trabalho, hd alguns pontos

intermédios que nio sdo atingiveis (Figura 7.8)

Regido /
inatingivel //////%////////

Y

Espaco de
trabalho

Figura 7.8 - Regido inatingivel para um manipulador RR

e Grandes velocidades das juntas préximas das singularidades
Este problema néo é novo dado que ja se abordou a questéo das singularidades antes. Porém, néo sera

nunca demais alertar para os riscos praticos da execugdo de trajectérias arbitrarias no espago operacional.

—
7

“Se—

Fase de grande
velocidade

e Pontos de partida e chegada atingiveis com configuracoes diferentes
Neste caso destacam-se as situacées em que as configurac¢des de partida e chegada, por razdes
construtivas ou de ordem fisica, ndo tém uma relacdo de continuidade na evolugdo de uma para outra. A

estas situagdes estdo frequentemente associados os limites fisicos das juntas.
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8. Introducao a Visao por Computador

NOTA: Slides apresentados

NB: Nas paginas seguintes incluem-se os slides apresentados na aula. Notar que é um mero resumo
da matéria e nao constitui elemento de estudo suficiente. Os apontamentos tirados das aulas e os livros e

restante bibliografia recomendados séo as referéncias fundamentais.

Resumo dos tépicos abordados

Parte I — Introducao e generalidades
Definicédo e areas da visdo por computador
A imagem digital
Técnicas de iluminacéo
Parte II — Geometria da Formacao de Imagem
Transformacio geométrica
Calibracio da camara
Parte III — Processamento a baixo nivel
Relagdes entre os elementos de imagem (pixels)
Ferramentas para processamento espacial de imagem: filtros e técnicas.
Parte IV — Abordagem a médio nivel e morfologia
Operadores e operagdes morfologicas

Segmentacgio

8-1
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Sumario
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# Parte |
» Definicdo e areas da visao por computador
= A imagem digital
m Teéecnicas de iluminacéo
# Parte I
s Geometria da formacao de imagem

@ Parte 111
m RelacOes entre os elementos de imagem (pixels)

s Ferramentas para processamento espacial de imagem: filtros e
técnicas.

# Parte IV

= Principios de segmentacao e morfologia




Algumas Referéncias
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# Robotics: Control, Sensing, Vision, and
Intelligence — K. S. Fu, R. C. Gonzalez, C. D. G.
Lee, McGrawHill, 1987

# Digital Image Processing — R.C. Gonzalez, P.
Wintz, Addison-Wesley, 1987

@ http://www.ph.tn.tudelft.nl/Courses/FIP/frames/fip.html
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Definicao e importancia

(N

@ Visao por computador € o processo de ...
Extraccao,
caracterizacao
e interpretacao

... de Informacao a partir de imagens do mundo
tridimensional

# A visao, como método sensorial, assume um
papel cada vez mais importante a varios niveis:
= Navegacao em robotica autonoma (movel)

= Processos industriais envolvendo montagem e/ou
identificagcao de componentes

= Vigilancia e sistemas de seguranca




Areas e niveis da visdo por computador

(N

Baixo

Médio

Alto

nivel

nivel

nivel

1-Percepcao

Aquisicao ou obtencao de imagem
2-Pré-processamento

Reducao de ruido ou realce de detalhes

3-Segmentacao

Particdo da imagem em zonas de interesse (objectos)
4-Descricao

Determinacao de propriedades de objectos (tamanho, forma,...)

5-Reconhecimento

Identificacdo de objectos descritos a partir de uma base de dados.
6-Interpretacao

Atribuir significados a um conjunto de objectos reconhecidos
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Formacao da imagem

# .. .Nna camara escura

= As dimensoes e definicéo
do orificio definem a
nitidez e o plano focal

# ...no olho humano

= A imagem forma-se no
plano da retina por
projeccao da luz vinda do

mundo 3D atraves de uma | S
lente (cristalino) que e
muda de dimensoOes para

ajustar a distancia focal @/%
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Elementos do Olho Humano

# A retina € a superficie
sensivel a luz

apensory @ OS Musculos deformam
a lente (cristalino) para
mudar o plano focal e
assim ajustar-se a
Nweos  diStancia dos objectos

# A iris controla a
guantidade de luz que
entra, mudando o
diametro da pupila

Choroid

sclera

Cptic:
nenre

Elood
vessels

Eling spot™ T

Vitreaus humotr
Hyaloid membrane Ciliary body

MusCle —g




Imagem através de uma Lente

(N

L Distincia focal A
I‘(- ETdancia Tac3a }

Faio de luz

Objecto

Flano da lmagem

Lente

@ Todos os raios de luz que saem de um dado ponto de um objecto na
direccao de uma lente convergente vao confluir, do outro lado, num
outro ponto a uma certa distancia A do centro dessa lente: trata-se da
distancia focal.

@ O conjunto de todos os pontos para os quais se verifica esse facto
constitui o plano focal.

# Assim, a imagem observada nesse plano diz-se focada.
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Sensacao e obtencao da Imagem

% : R . ~

#® A imagem foi inicialmente obtida por emulstes
guimicas foto-sensiveis depositadas numa chapa
ou pelicula colocada no plano focal

m fotografia e cinema classicos
# A imagem de televisdo foi a primeira a

decompor directamente uma imagem em linhas
horizontais suficientemente proximas para criar

a ilusdo de continuidade vertical

m  Os “tubos” das camaras de filmar e os cinescopios
dos televisores. As 405 e 625 linhas foram
“standards” que ainda hoje vigoram

#® (Os sensores modernos de imagem baseiam-se
nos Charge Coupled Devices (CCD)
= Baixo custo e consumo de energia
m Reduzidas dimensdes (diagonal: 3.5a 8 mm, ...)
m Altas sensibilidades (0.5 lux, ...)

m Percepcao discretizada em linhas e em colunas
(500582, 752x582, ...)
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Imagem digital

@ Constituida por elementos discretos ou pixels
= 0 pixel (=Picture Element)

@ Processo de amostragem da imagem

= Amostragem espacial
+ Numero limitado (finito) de pontos (pixels) nas duas
dimensodes
= Amostragem de amplitude ou intensidade

+ Cada ponto é representado por um numero que traduz os
niveis de cinzento (intensidade luminosa global)

+ Nas imagens a cores, cada ponto € representado por mais
do que um numero (normalmente 3)

* Fenomeno de quantizacdo (numero limitado de niveis)




Imagem digital (Cont.)

(N

# Uma imagem como uma funcao z=7(x,y)
= Z - Intensidade da luz no ponto (Xx,y)
= X,y - linha e coluna na imagem respectivamente

#® Uma imagem amostrada e representavel por
uma matriz de dimensao (N x M)

f(x,y)=

| f(N-10) f(N-11) -~ f(N-LM-1)




Resolucao numa Imagem

(N

/ .
# Resolucao espacial

s NUmero de linhas e colunas
— pixels verticais e
horizontais

= Efeito mosaico
@ Resolucao de amplitude ou

profundidade

= Numero de niveis de
cinzento ou cores por pixe/
— nas imagens a cores ha
mais que um valor por pixe/
(é usual trés)

= O numero de bits e efeito
de “solarizacao”

= Nas imagens binarias, o0s
pixels sdo representados

por um so bit




Sobre imagens digitais...

(N

# Para que uma imagem digital tenha a mesma
gualidade subjectiva que uma imagem de
televisao (P/B), deve ter cerca de:

m 512 x 512 pixels
= 128 niveis de cinzento

#® Problema da quantizacao

= Os falsos contornos (32 niveis € demasiado pouco
para o olho humano)

# Para satisfazer ao minimo o olho humano
dever-se-a ter:
s 256 X 256 pixels e 64 niveis de cinzento
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Técnicas de lluminacao

# Importancia:

= Podem simplificar os algoritmos a usar eliminando
sombras, reflexdes especulares, etc.

@ Técnicas principais:
= lluminacao difusa (nao directa)
+ Para objectos de superficies suaves e regulares

= Retro-iluminacao (contraluz)

+ Para imagens a dois niveis onde s6 a geometria dos
objectos tenha interesse

= Luz estruturada: projeccao de pontos, linhas ou
grelhas na superficie de trabalho
+ Util para a percepcéo tridimensional de objectos.




Técnicas de lluminacao-llustracéo

(N

# lluminacéao difusa
s Eliminar sombras
@ Luz estruturada
= Analise geomeétrica
@ Retro-iluminacao —— Light source
= Alto contraste-imagens binarias

@ lluminacao direccionada
m Realce de propriedades (geometria, textura) Collimated~—__

Lj‘ Camera

Part

Diffusing
surface

Ronchi
grating

Stripes showing
part contour

Collimated &

source




Luz Estruturada: Principios - |

N

L/

# Projeccao de padroes visiveis numa superficie
= Projeccao com feixes laser ou outras fontes coerentes

s Percepcao dos padrdes da imagem visivel e extraccao das
propriedades




Luz Estruturada: Principios - Il

N

#® Camara posicionada a SINPLIFIED PROJECTION
distancia r (desconhecida) do F+r
objecto e a altura A : J
(conhecida) do feixe laser > image plane

#® )y — coordenada do ponto do ﬁu_:":':?m | v
padrdo luminoso na imagem  Foi [t
obtida ohiect h

laser

® Por simples relacdo de L laser beam
triangulos, sabendo a
distancia focal Fda camara, v h i'h
determina-se a distancia rdo : = - = y -f

objecto



(N

Exemplos de
Retro-lluminacao e de Luz Estruturada

# Conjunto de chaves sobre
superficie transltcida
lluminada por “baixo”.
Grande contraste na
Imagem obtida.

# Dois feixes de luz
coincidentes num plano
perdem essa coincidéncia
guando projectados sobre
uma superficie a uma cota
diferente do plano de apolio.
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Geometria da Formacao da Imagem

N




Geometria da formacao de imagem-resumo

(N

# A transformacao (geomeétrica) de perspectiva

Transforma pontos do espaco 3D em pontos no
plano 2D

Coordenadas do mundo real
Coordenadas da imagem (Camara)
Distancia focal

Obtencéao das coordenadas da imagem a partir das
coordenadas do mundo real

Coordenadas cartesianas e coordenadas
homogéneas

#® A transformacao de perspectiva inversa e o seu
uso inconclusivo




Geometria da Imagem - |

(N

#® Ponto real e ponto na imagem
s Ponto real: w—(X,Y,2)

= Ponto na imagem: c—(x,y)

@ Relacoes de distancias:
m Se Z >\ vira:

x_X_X
A Z-A1 A1-7Z

/ Plano da imagem

Distancia focal - A

Centro da lente




Geometria da Imagem - ||

(N

#® Abordagem integrada das coordenadas

# Coordenadas homogéneas de um ponto

= Ponto real: w, — (X, KY, KX, k), k=0

= Ponto imagem: ¢, —» ? (resulta da transformacao)
# Transformacao de perspectiva P

m C, =P w,

_1 0 O O_ 1 O O O _kX_
01 0 0 01 0 Ofpy
P=lo o0 1 o] “Tl0 0 1 0fyz| ©n°
1 1
0 0 — 1 B
i i _O 0 p 1__k_




Geometria de Imagem - IlI

(N

J .

# Coordenadas calculadas na imagem
(ponto c) do ponto real (w)
= A coordenada z nado tem aqui sentido

s As coordenadas x e y obtém-se em
funcao das coordenadas reais (X,Y,Z) e
de A

# A determinacao inversa
(coordenadas reais a partir das
coordenadas de imagem) seria
obtida pela transformacéo inversa e
expressa pelo seguinte w, = P c,
onde P-! seria como indicado.
Porém, a transformacéo nao produz
pontos no espaco 3D...!

C=

o O +— O

N ==




Calibracao da Camara

(N

#® Quando os sistemas de coordenadas da
camara e do mundo real sao diferentes

# Necessidade de adequada transformacéao
geométrica da camara antes da perspectiva

= Simples relacao de transformacoes...

>

XR Plano da

camara

"w="T.-“w

CW=(RTC)

Yc

-1

"w="CT, “w

R

= ... e transformacao perspectiva:
C:P'CW:P‘(RTC>_1° RW:P‘CTR‘ RW /
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Processamento a Baixo Nivel

N
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Imagem em baixo nivel — sumario

# Relacoes basicas entre pixels
= Vizinhancas
= Critérios de distancia

@ Pré-processamento
= Os filtros de convolucao
» Deteccao de pixels isolados
= Tecnhicas de suavizacao
= Tecnicas de Realce
s Deteccao de arestas
= Limitacao e binarizacao
= Suavizacao de imagens binarias




(N

RelacOes entre pixels

#® Vizinhanca de um pixe/ (n° de pixels vizinhos)
= N, (horizontal e vertical) i

= Ny (diagonal) E
“ Ny =N, U Ny B

#® Medidas de distancia entre pixels
= Euclidiana DE(p,Q)=\/(px—qx)2+(Py—qy)z
= D4 (ou city-block) — Di(p.a)=|p,—a/+|p,-q,]

Py _qy‘)

m D8 (ou chessboara) Ds(P,Q)=maXQ P, — 0y}




Pre-processamento de imagem

(N

@ Abordagens
m Espacial - sobre os pixels da imagem

= Na frequéncia - Transformadas de Fourier (Rdao se
abordam aqui!)

#® Na abordagem espacial
= Criacdo de uma nova imagem g(¢x,y) = hf f(x,y) |

* h() : operador de pré-processamento que opera huma
vizinhanca de cada pixe/
= Uso de mascaras de convolucéo (ou janelas ou
filtros)

+ Matriz de coeficientes apropriados a determinado tipo de
tratamento ou deteccao de propriedades




Principio da utilizacao de um filtro

(N

#® Novo pixel/ é funcao do pixe/ original e do filtro:

9()=>w P

onde p;, pertence a vizinhanca do ponto em causa

+ Note-se que g(x,y) pode ser o valor directo do novo pixel,
ou ser usado de forma indirecta para o definir.

m Os coeficientes de um filtro de 3x3:

wl | w2 | w3

w4 | wh | wb

w7 | w8 | w9
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Filtro para detectar pontos isolados

# Numa imagem binaria (pixels com valores O ou
1), o seqguinte filtro pode ser usado para
detectar se um pixe/ é um ponto isolado no
meio de outros.

11 -1 ] -1
11 8 | -1
1 -1 -1

= Se g(x,y) = 8 ou -8 = 0 ponto (x,y) é isolado!

= Note que os valores de -7, — 6, —5,...,6,7
correspondem a todas as outras possibilidades




Técnicas de suavizacao (smoothing)

(N

@ As técnicas de suavizacao dizem respeito
essencialmente a reducéao de ruido

= Média de imagens (série de N imagens da mesma

cena) L&
g(x, Y): WZ fi(x’ y)

= Filtro de média
+ Todos o0s pesos de um filtro de 3x3 com valor 1/9.

m Filtro de mediana

+ Substituir cada pixe/ pela mediana da distribuicao dos
niveis de todos os pixe/s da sua vizinhanca (incluindo o
proprio). Filtros de 3x3 ou 5x5 sdo comuns.




Técnicas de realce (Enhancement)

/AR

@ Para adaptacao ou compensacao face a
alteracoes de iluminacao da cena

@ O Histograma de uma imagem
m Conceitn =Exemplos

+

EncY

freg
= = p S A M T
L L L L L L

[ R | | S

4|4
4|4
411
o1
im

T b | oh | oa | e




Operacoes no histograma

(N

#® Equalizacao
m alteracdo do valor de cada pixe/ para uniformizar a distribuicao
de niveis de cinzento na imagem
# Histogramas locais em vez de global
m Para afectar a imagem parcialmente sem levar em conta todo
0 resto da imagem
# Aplicacao de um histograma pré-definido
s Por exemplo, para realcar as partes mais escuras tornando-as
mais claras, e escurecendo as partes mais intensas
# Expansao do contraste
» Alteracdo da imagem para varrer toda a gama dinamica de
cinzentos com B bits: f(x. v)=minlf (x
g(x, y):(ZB _1) (x,y) [ (x,y)]
max[ f (x, y)]-min[f (x, y)]




Deteccao de arestas (£dge detection)

N

= Importante para a deteccao de objectos numa cena.

= A técnica principal é a de detectar variacoes de
Intensidade usando um operador derivativo local

= Exemplo de perfil de intensidades e suas derivadas:

s

2 1




Operador de gradiente

/AR

@ Definicao
" {G} {6f of }T
G = e
G,| |ox oy
= Norma do gradiente e aproximacao usada
G|=4/G}+G; ~[G,|+|6,
# Variante discreta...

G, =f(x,y)-f(x-1y) G, = f(x,y)- f(x,y-1)

@ ... e filtros correspondentes

0 0 0 Of-1(O
111 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0




Outros filtros de gradiente

N

# Filtros de Sobel
= Alternativa mais eficiente para detectar arestas

GX: 1] -2 (-1 Gy: 1|0 |1
0 0 0 210 2
1 2 1 -1 0 1
# Laplaciano
= Muito sensivel ao ruido. Pouco usado para deteccéao
de arestas.

1={o]z1]o
o f  O°f 1| -4l 1
LI f(x, y)l=




Exemplos do uso de filtros para arestas

Limitagdo a meio da gama Gradiente simples: Gx + Gy Filtro de Sobel com normalizag&o



Limitacao ( 7hresholding)

(N

@ Processo de reducao dos niveis de cinzento de
uma imagem:
= Em geral para 2 niveis, ou seja, imagem binaria.

a(x y):{(l)c f(x,y)>T
= f(x,y)<T
# A limitacao e provavelmente a técnica mais
utilizada em visao aplicada a robotica industrial
e nao so.
® E uma primeira operacdo para “separar” o
objecto do fundo.




N

Limitacao dinamica

#® Qual o threshold gue mais informacao preserva no
processo de limitacao? O valor central...? Nem sempre!

# Exemplo de limitacdo numa imagem com 256 niveis
s =128 (pior) e T=80 (melhor)

0 50 100 150 200 250

T=128

# A melhor solucao e obtida apos analise do histograma
= Procura das regioes de separacao de picos (vales)




Suavizacao de imagens binarias

N

= Veértices de objectos (cantos) ausentes

# Uso de operacoes logicas (binarias) com os pixels.
= Vizinhanca de 3X3 onde 0s pixels sdo designados assim:

# SituacOes de “suavizacao” em imagem binaria
= Pontos isolados ou “buracos” em imagens
= Cavidades/protuberancias em trocos rectos

b c

a
d|p|e
f g | h

0-luz
1-escuro

[TTTTTTT]

[T

[TTTTTT [TTTTTT

p=p+b-g-(d+e)+d-e-(b+g)

[TTTTTTT] [TTTTTTT]

[T [T

p=p-[(@a+b+d)-(e+g+h)+
+(b+c+e)(d+f+g)

Pro=p-(d-f-g)(a+b+c+e+h)+

(
Pep=D-(ab-d)-(c+e+f+g+h
(

)
)
)
)

(b-c-e)-(a+d+f+g+h)+

U—
os]
m

[l
ol
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Abordagem a Médio Nivel e Morfologia
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Visao por computador — O médio nivel

# Operadores morfologicos (binarios)

m Operadores para lidar com as partes da imagem divididas em
“objectos” e “fundo” (background)

= Um objecto € um conjunto de pixels que partilha uma mesma
propriedade — como o estarem ligados entre si (4- ou 8-
conexdo indicando estar ligado a 4 ou a 8 vizinhos)

# O elemento estruturante de um operador morfologico
= Vizinhanca de efectividade do operador:
+ Poderéao ser definidos outros elementos estruturantes, ex.: E
# A segmentacao

m Separacao de objectos “de interesse” do fundo da imagem

= Algumas técnicas (sequéncias de operacdes morfologicas)
para problemas de manipulacao de objectos em imagens.




Operadores Morfologicos - |

N

# Erosao

= Tomar cada pixe/ de objecto

(valor 1) que esteja N—ligado (N,,

Ng, ...) @ um pixe/ de fundo (valor

0) e colocar esse pixe/ do objecto

a 0.

+ Em geral, reduz as dimensdes do
objecto

# Dilatacao

Erosdo com N, e Ng

= Tomar cada pixel/ de objecto

(valor 1) e por todos os pixels de

fundo (valor 0) que estao N-

ligados (N4, Ng, ...) a esse pixe/

como objecto (para o valor 1).

+ Em geral, aumenta as dimensoes

do objecto

Dilatagdo com N, e N,
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Operadores Morfoldgicos - 11

# Fecho

= Operacao de dilatacao seguida de erosao

+ O resultado comum mais interessante é o de fundir
objectos que inicialmente s6 estariam ligados por um Unico
pixel.

+ “Suaviza” o objecto pelo exterior do seu contorno

# Abertura

= Operacao de erosao seguida de dilatacao

+ O resultado comum mais interessante € o de separar
objectos que inicialmente so estariam ligados por poucos
pixels, nomeadamente, linhas de um so pixe/ de “largura”.

+ “Suaviza” o objecto pelo interior do seu contorno




Operadores Morfoldgicos - Il
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#® Esqueletizacao
s Operacao de determinacdo do esqueleto
= Definicao de esqueleto:
+ Objecto filiforme (1 pixe/de largura) ...
+ .. que passa pelo “meio” do objecto
+ ... e que preserva a topologia do objecto original
# Uma variante (“t//nning’) baseada na erosao
condicionada (menos exigente computacionalmente)
» Um pixe/ ndo é erodido nas seguintes condicdes:

+ Se for isolado - condigao C;:

+ Se remové-lo afectar a conectividade — condigao C,

+ Se remové-lo afectar o comprimento da linha — Condicao C,




Operadores Morfoldgicos — IV
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# Propagacao
= Operacao de dilatacao sucessiva de um objecto
“semente” (por exemplo um esqueleto) até aos

limites dados por uma imagem “mascara”, com
base num dado elemento estruturante.

Mascara Semente Em geral, o processo resulta
numa mascara “cheia”
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Variantes de Esqueletizacao

# No algoritmo de “th/inning’ ha diversas
combinacoes das condigoes C;, C, e C,.
= SO condicao C;
+ Esqueleto reduzido a um pixe/
=50 condicdo C,

+ Esqueleto reduzido a linhas fechadas se houver objectos
com buracos. Objectos sem buracos desaparecem.

+ O esqueleto é constituido por pixels isolados para objectos

sem “buracos” e por contornos fechados para objectos
com “buracos”.

IC1+C2+C3

+ Ter-se-a o esqueleto completo tradicional




Segmentacao
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@ A limitacao (thresholding) dinamica
= Limite baseado na média do valor de todos os pixels
da imagem — método com limitacdes.

= Limite baseado no histograma
+ Algoritmo de “isodados”
+ Algoritmo do “triangulo”

m Particularmente eficiente quando os objectos nao se
demarcam claramente no histograma

+ Algoritmo de “simetria do fundo”
m Pico demarcado e com simetria no histograma

@ Deteccao de Arestas

= Contornos dos objectos (através de filtros de
gradiente)
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Binarizacao- Algoritmo de “isodados”

# Obtencao do limiar T de forma iterativa.
= Imagem a B bits com um histograma H(i) onde /=0,1,...,2°-1
= Iteracdo inicial: ponto central da gama dinamica T,=281
m Calcular as médias dos pixels separados em “objectos” (m') e

“fundo” (mb); Teq-1 281
> i-H (i) D i-H(i)
M =725 m¢ =
> H(0) S H()
= Nova iteracdo: o novo valor do limiar é obtido como a média
aritmética dessas médias. T4 m, ., +m
<2

O processo é repetido até que o limiar deixe de variar.
T, =T,




Binarizacao — algoritmo do “triangulo”
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#® Determinar no histograma o ponto de maior frequéncia
#® Determinar no histograma o ponto de menor frequéncia
@ Definir uma linha unindo os dois pontos perfazendo um triangulo

#® O ponto do histograma entre os pontos definidos que mais se
afastar dessa linha ao longo de uma perpendicular € o limiar...
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2000 -

1500 -

1000 -

500 -

0
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OperacOes de morfologia binaria
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@ |Isolar objectos com buracos

#® Preencher os buracos em objectos

# Remover objectos nos bordos da imagem
@ Calculo do Exo-esqueleto

@® Separar objectos que se tocam

#® Etc.




OperacOes Morfologicas — |
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&

1.

Isolar objectos com buracos

Binarizar imagem e guardar para
usar como mascara

Determinar o esqueleto nao
preservando os pixels terminais

Eliminar pontos isolados do
esqueleto

Propagar o restante esqueleto

até a mascara obtida no ponto 1.
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#® Preencher buracos em objectos A o
0
1. Binarizar /

O
-.0\

2.

3.

Complementar a imagem (negar)

Definir o bordo (caixilho) da imagem

como semente

Propagar do bordo para os limites da

imagem negada . \.'

Inverter a imagem propagada ~e)
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® Remover objectos que tocam
no bordo da imagem

1. Binarizar (obter mascara)

2. (Gerar um objecto semente com
0 bordo (caixilho) da imagem

3. Propagar a semente até a
mascara

4. Fazer a operacao de ou-
exclusivo (XOR) com a imagem
binarizada inicial (mascara)

v
O

./0

7/

o
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#® Obtencao do Exo-esqueleto

= Definicdo de exo-esqueleto:
esqueleto do “fundo” que contem
0S objectos, “criando regides”

1. Binarizacao

2. Complemento da imagem
(negacao)

3. Calculo do esqueleto pela
metodologia que elimina as linhas
terminais (condigoes C, e C, na
definicao da operacao de
thinning)




Funcao BWMORPH em MatLab (v5.3+)
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L/

# BW2 = BWMORPH(BW1,0PERATION,N) applies the operation N times. N can be Inf, in which
case the operation is repeated until the image no longer changes.
= OPERATION is a string that can have one of these values:
'bothat’ Subtract the input image from its closing
= ‘'bridge’ Bridge previously unconnected pixels
= ‘clean’ Remove isolated pixels (1's surrounded by 0's)
= ‘close’ Perform binary closure (dilation followed by erosion)
= ‘diag’ Diagonal fill to eliminate 8-connectivity of background
= ‘dilate’ Perform dilation using the structuring element ones(3)
= ‘erode’ Perform erosion using the structuring element ones(3)
= fill' Fill isolated interior pixels (0's surrounded by 1's)
» 'hbreak’ Remove H-connected pixels
= 'majority’ Set a pixel to 1 if five or more pixels in its 3-by-3 neighborhood are 1's
= 'open’ Perform binary opening (erosion followed by dilation)
= ‘remove’ Set a pixel to 0 if its 4-connected neighbors are all 1's, thus leaving only boundary pixels
= ‘shrink’ With N = Inf, shrink objects to points; shrink objects with holes to connected rings
= ‘skel’ With N = Inf, remove pixels on the boundaries of objects without allowing objects to break apart
= 'spur’ Remove end points of lines without removing small objects completely.

s ‘'thicken' With N = Inf, thicken objects by adding pixels to the exterior of objects without connected
previously unconnected objects

= 'thin® With N = Inf, remove pixels so that an object without holes shrinks to a minimally connected
stroke, and an object with holes shrinks to a ring halfway between the holdand outer boundary

s ‘tophat’ Subtract the opening from the input image




